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Introduction

“L’enseigne ou le drapeau chez les Romains, n’étoit d’abord qu’une botte de foin ; puis
on le fit ensuite de drap, d’où vient peut-être, dit d’Ablancourt, le mot de drapeau. Dans
les différents royaumes de l’Europe il est de taffetas, attaché à une espèce de lance ou de
pique d’environ dix pieds de longueurs” (Diderot & d’Alembert, 1772). Nous sommes à la fin
du XVIIIème siècle et l’Encyclopédie réalise l’idéal des Lumières “tout connaître” grâce à une
compilation inédite du savoir de son époque. Les drapeaux d’aujourd’hui sont encore faits d’un
morceau de tissu, le plus souvent rectangulaire, attaché librement à un mât rigide comme sur
la Figure 1.

La “raison d’être” des drapeaux est vraisemblablement leur faculté d’attirer notre attention
(Guéguen, 2012). Ainsi, les grandes étapes de notre histoire ont souvent été volontairement
marquées par des drapeaux, à l’instar de celui déposé sur la Lune le 20 juillet 1969 pendant la
mission Apollo 11 (Platoff, 1993).

Figure 1 – Drapeaux d’hier et d’aujourd’hui. a : L’un des pavillons de la marine répertoriés
par Diderot & d’Alembert en 1772. b : Deux-cents ans plus tard, en 1972 : le dernier drapeau
en date laissé sur la Lune (mission Apollo 17) avec la Terre visible en arrière-plan. Une tige
horizontale maintient ce drapeau pré-courbé. c : Un drapeau de la vie de tous les jours qui
se confond ici avec le ciel de Rome en 2012.

Si les drapeaux attirent tant notre attention, c’est principalement parce qu’ils sont en mou-
vement (Figure 2). En effet, au-delà d’une vitesse de vent critique et grâce à l’apport continu
d’énergie du vent, ils s’organisent dans un état dissipatif qu’ils maintiennent comme le ferait
un système biologique (Thompson, 1942). Au final, cette organisation donne lieu à un état
instationnaire qui se substitue à l’équilibre, nous parlons alors d’instabilité de flottement. Les
mécanismes responsables de cette instabilité et le comportement des drapeaux au-delà du seuil
du flottement sont au cœur de la présente étude. Nous nous intéresserons également à une
configuration de drapeau couplé favorisant la récupération d’énergie du vent.

Les premières études portant sur le flottement des drapeaux nous sont parvenues d’analo-
gies dans des domaines extrêmement variés. À titre d’exemples :
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– en 1878, Rayleigh remarque que l’instabilité des jets liquides permet d’expliquer l’insta-
bilité des voiles de bateaux (le faseillement) et des drapeaux,

– en 1930, Fairthorne note qu’il est possible d’étudier la traînée des banderoles publicitaires
tractées par avion à l’aide de drapeaux placés en soufflerie,

– en 1940, dans l’étude comparative “Flatterschwingungen von Überfallstrahlen und Fah-
nen” 1, Peters décrit l’instabilité des nappes liquides par analogie avec un drapeau qui
flotte.

Puis le drapeau est apparu comme un système modèle pour l’étude des interactions fluide-
structure, telle l’instabilité du tuyau d’arrosage (voir “l’onde du 4ème ordre de fanion” de
Bourrières, 1969 ; Païdoussis, 1998 ; Doaré, 2001), le flottement des algues (Koehl, 1977 ;
Coene, 1992), le mécanisme du ronflement pendant le sommeil (Huang, 1995 ; Balint & Lucey,
2005), et plus récemment les instabilités rencontrées par les imprimeurs lors de la circulation
rapide des feuilles de papier (voir Watanabe et al., 2002a,b).

Dès lors, la majorité des études fondamentales ont visé à préciser les vitesses de vent
au-delà desquelles les drapeaux sont déstabilisés (voir les revues de Païdoussis, 2004 ; Shelley
& Zhang, 2011). Le cas approché des filaments (drapeaux à une dimension) dans les films
de savon a accompagné l’étude des drapeaux tridimensionnels avec les travaux de Zhang et
al. (2000) ; Farnell et al. (2004a,b) ; Sawada & Hisada (2006) ; Jia et al. (2007) ; Jia & Yin
(2008) ; Ristroph & Zhang (2008).

Figure 2 – Superpositions de photographies d’un même drapeau (ici en papier) encastré sur
le même mât et soumis à des vitesses de vent différentes en soufflerie : respectivement (a)
8.4 m/s et (b) 15.4 m/s. Le vent vient de la gauche et va vers la droite.

Actuellement, l’étude des instabilités de flottement présente un intérêt double. D’une part,
il s’agit de comprendre ces instabilités pour les éviter, comme dans le cas des flottements
de l’industrie aéronautique ou du génie civil (voir Blevins, 1990 ; Fung, 1993 ; Naudascher &
Rockwell, 2005). D’autre part, il s’agit de pouvoir provoquer ces instabilités et de les maintenir,
si l’objectif est de réaliser des dispositifs de récupération d’énergie. Ce contexte est celui dans
lequel nous travaillerons : tirer profit de systèmes mécaniques auto-oscillants pour moissonner
de l’énergie renouvelable.

Avec les drapeaux, deux stratégies sont envisageables dans l’objectif de récupérer de l’éner-
gie du vent. La première repose sur la déformation de drapeaux piézoélectriques (voir par
exemple Doaré & Michelin, 2011 ; Dunnmon et al., 2011 ; Giacomello & Porfiri, 2011 ; Xia,
2012 ; Singh et al., 2012 ; Akcabay & Young, 2012 ; Michelin & Doaré, 2013). La seconde
repose sur le déplacement des drapeaux (voir Gibbs et al, 2012 ; Stone et al., 2013 ; Howell
& Lucey, 2014 ; Bae et al., 2014). Ces études très récentes répondent aux demandes urgentes
d’innovation en termes de récupération d’énergie renouvelable.

1. Traduction : “Le flottement des fontaines et des drapeaux”.



11

En termes d’efficacité, Xia et al. (2013) montrent numériquement l’intérêt d’un couplage
fréquentiel fort entre le drapeau et le circuit électrique associé. En effet, la proximité des fré-
quences naturelles mécaniques et électriques mène à un phénomène d’accrochage fréquentiel,
plus robuste qu’une résonance, et déjà observé dans le domaine des vibrations induites par
détachement tourbillonaire (voir Williamson & Govardhan, 2004). Par analogie, nous cherche-
rons les conditions d’un couplage fort entre un drapeau et son propre mât de type oscillateur
mécanique élémentaire.

Nous étudierons la dynamique des drapeaux couplés à un oscillateur.
Notre point de départ sera la dynamique des drapeaux ayant un mât
encastré, puis nous caractériserons les conditions requises pour obtenir
un couplage fort entre un drapeau et son mât-oscillateur.

Notre domaine d’étude est précisé par le diagramme de la Figure 3. Nous nous restreindrons
aux drapeaux rigides, restant “droits” aux faibles vitesses de vent. Dans ce domaine d’étude,
l’instabilité de drapeau peut se voir comme une compétition entre les forces fluides et le rappel
élastique du drapeau (Eloy et al., 2007).

Figure 3 – Draperies et drapeaux. a : Domaine des draperies (“Draperie pour une figure
assise” de Léonard de Vinci, 1470). Voir par exemple les travaux de Cerda et al. (2004)
sur les drapés et de Vandeparre et al. (2011) sur les rideaux. b : Le domaine des grandes
rigidités élastiques correspond aux poutres (illustration de Galilée, 1638). Ce sera notre limite
aux faibles vitesses de vent. c : Le domaine des drapeaux souples (“Le Gouden Leeuw avant
Amsterdam” par Willem Van De Velde en 1686) nécessite de prendre en compte la tension
induite par la gravité ce qui disymétrise le problème. Hœpffner & Naka (2011) montrent que
cette situation génère des ondes obliques. d : Le domaine constitué des drapeaux rigides, ne
flambant pas sous leur propre poids (Prandtl, 1899 ; Timoshenko, 1963) et déformable par le
vent (de Langre, 2008). Les nombres sans dimensions ont seulement une valeur indicative :
L et d sont la longueur et l’épaisseur typique de l’objet, ρs et E sa masse volumique et son
module d’élasticité, U est la vitesse du vent.
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Organisation du manuscrit

Le Chapitre 1 aura deux objectifs. D’une part, il est dédié aux rappels sur la dynamique
des drapeaux dans le vent. Nous illustrerons donc les principaux faits expérimentaux par des
expériences contrôlées en soufflerie. D’autre part, nous chercherons un modèle minimal per-
mettant de rendre compte des observations expérimentales. En particulier, nous étudierons un
modèle de drapeau simplifié et valable pour des drapeaux “élancés” et “trapus”.

Au Chapitre 2, nous mesurerons en soufflerie les fluctuations des efforts s’exerçant sur un
drapeau qui flotte. Ces efforts seront caractérisés en fonction des dimensions du drapeau et
de la vitesse du vent. Nous comparerons les mesures de coefficient de traînée avec les travaux
de Fairthorne (1930), Moretti (2003) et Connell (2006). D’autre part, nous développerons
un modèle simple pour analyser le moment généré autour du mât du drapeau à partir de la
courbure à l’encastrement du drapeau. Ce modèle sera résolu numériquement et comparé aux
expériences en soufflerie. Par ailleurs, la structure spatio-temporelle des déformées de drapeau
sera précisée par décomposition bi-orthogonale.

Le Chapitre 3 est dédié au couplage entre un drapeau et son mât. Nous nous intéresse-
rons au comportement du système couplé constitué d’un drapeau et d’un “mât-oscillateur”
paramétré (Figure 4).

Figure 4 – Dispositif permettant d’étudier le couplage entre un drapeau (ici en acier) et son
mât-oscillateur. Le mât est un oscillateur à un degré de liberté, dont l’inertie et la raideur
sont ajustés par un jeu de barres d’inertie et de ressorts. L’intervalle de temps entre (a) et
(b) est de l’ordre de 10 ms.

Nous utiliserons les données de vitesses critiques du Chapitre 1 et les mesures de moment du
Chapitre 2 pour dimensionner des expériences en soufflerie avec des mâts de type oscillateur à
un degré de liberté . Un phénomène d’accrochage fréquentiel entre le mouvement du drapeau
et celui du mât sera reporté est analysé précisément. Nous caractériserons l’amplitude des
oscillations du mât ainsi que la largeur de la zone d’accrochage fréquentiel en fonction des
propriétés du vent, du drapeau et du mât-oscillateur.
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Le flottement d’un drapeau
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Marque-page Partons d’un marque-page découpé dans du papier. Pour réussir à le faire
flotter comme un drapeau au vent, quel est le souffle à adopter ? Nous reviendrons sur cet
exemple à la fin du chapitre.
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Point de départ : l’instabilité d’un drapeau

Un drapeau au repos est généralement fléchi par la gravité, comme sur la Figure 1.1a. En
présence d’un peu de vent (stationnaire), il devient droit dans la direction du vent, comme
sur la Figure 1.1b. Lorsque le vent est suffisamment fort (tout en restant stationnaire), une
oscillation du drapeau apparaît, comme sur la Figure 1.1c : c’est le “flottement”.

“Just because something is familiar doesn’t mean you understand it.
That is the common fallacy that all adults make - and no child ever
does.” (Mahadevan & Shaw, 2008)

Figure 1.1 – Comportement d’un drapeau de table en tissu soumis à un vent de sèche-cheveux
à la vitesse U . La vitesse critique de flottement est notée Uc. a : Au repos, le drapeau est
déversé par la gravité. b : Un vent stationnaire faible suffit pour quitter le régime déversé et
maintenir le drapeau droit. c : Un vent de vitesse suffisamment élevée déclenche le flottement.

Ce changement spontané de comportement peut sembler imprévu : le drapeau est déstabi-
lisé de l’état droit, pour lequel le drapeau est tendu par frottement visqueux. L’objet du présent
chapitre est de rappeler un certain nombre de travaux antérieurs décisifs, d’introduire le dispo-
sitif expérimental commun aux trois chapitres et de discuter les conditions de la déstabilisation
par flottement.

1.1 Les faits expérimentaux

Dans un premier temps, le flottement de drapeau est revisité avec le dispositif expérimental
qui sera utilisé au Chapitre 2 et au Chapitre 3. Cela nous permettra de rappeler les éléments
de littérature scientifique concernant la vitesse de vent minimale à laquelle le drapeau flotte
(qui caractérise le seuil de l’instabilité), la fréquence des oscillations (qui est duale du taux
de croissance de l’instabilité) et la déformée du drapeau (afin d’analyser les “transitions de
phases” du flottement).

1.1.1 Dispositif expérimental

Afin d’étudier le seuil de l’instabilité de flottement, une soufflerie de section d’essai rectan-
gulaire de largeur 260 mm et hauteur 240 mm est utilisée (Figure 1.2a). Le taux de turbulence
de cette soufflerie (l’importance relative des fluctuations temporelles de la vitesse de vent)
est faible : approximativement 0.4 % dans la gamme de vitesse de vent 3 − 18 m/s. Le
nombre de Reynolds basé sur la longueur du drapeau auquel nous travaillons est de l’ordre
de ReL = 104 − 105 . La vitesse du vent est notée U , la vitesse critique de flottement est
notée Uc et la fréquence des oscillations correspondante est notée fc. Une caméra rapide VDS
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Vosskülher HCC1000 est placée au-dessus de la soufflerie pour observer l’oscillation du drapeau
au ralenti (Figure 1.2b). L’enregistrement vidéo se fait avec 462 images par secondes (temps
d’exposition de 2.16 ms) pour une résolution de 1024 × 1024 pixels. En pratique, cela permet
de décomposer une période de flottement sur au moins 20 images.

Figure 1.2 – Dispositif expérimental. a : La soufflerie de type Eiffel utilisée. Encart : dimen-
sions de la veine d’essai. b : Le drapeau placé en veine d’essai est filmé par dessus avec une
caméra rapide. Les notations pour les dimensions sont précisées sur ce schéma.

Les drapeaux mis en soufflerie sont de longueur L, de largeur H, d’épaisseur d, de masse
volumique ρs et de module d’élasticité E. Les valeurs de ces paramètres sont répertoriées dans
l’Annexe A. Les caractéristiques des drapeaux (taille & matériau) sont choisies pour éviter que
les drapeaux au repos soient déversés par la gravité, c’est-à-dire pour éviter le régime déversé
de la Figure 1.1a. Cette restriction permet de se dispenser de la prise en compte de la gravité
(car l’absence de déversement signifie que le rappel élastique du drapeau est très grand devant
les effets de la gravité), mais en contrepartie nous éloigne des drapeaux de la vie de tous les
jours qui sont généralement très souples devant les effets de la gravité.

1.1.2 Une forte influence des dimensions

Le flottement dépend fortement des dimensions du drapeau. En effet, de nombreuses ex-
périences indiquent que la vitesse critique Uc décroît avec la longueur du drapeau en suivant
une loi de puissance Uc ∼ Lν , avec −1.5 ≤ ν ≤ −1 (Huang, 1995 ; Yamaguchi et al., 2000b ;
Watanabe et al. 2002a ; Tang et al., 2003).

En adoptant un protocole similaire à celui de ces expériences, nous faisons varier la longueur
L d’un drapeau découpé dans du papier 60 g/m2 (voir Annexe A). Dans la soufflerie, la
vitesse de vent est augmentée par incréments de 0.2 m/s jusqu’à ce que le flottement soit
observé. Les vitesses critiques et les fréquences critiques sont reportées sur la Figure 1.3 avec
l’indication des meilleurs ajustements en loi de puissance (en échelle logarithmique). D’une
part, nous observons que la vitesse critique Uc est inversement proportionnelle à la longueur
L du drapeau. Plus le drapeau est long, plus il est instable. D’autre part, pour deux largeurs
de drapeaux différentes d’un facteur 10, les vitesses critiques sont similaires (variations de
50 % au plus), suggérant que la largeur de ces drapeaux a un faible impact sur la vitesse
critique. Les fréquences critiques suivent une loi de puissance fc ∼ 1/L1.8, et sont augmentées
d’un facteur 3 lorsque la largeur augmente d’un facteur 10. Le ratio du temps de passage
de l’air le long du drapeau L/Uc, sur la période du flottement 1/fc est globalement conservé
(fcL/Uc = 0.1 − 1). Cette conservation suggère qu’un phénomène unique est à l’origine du
flottement de ces différents drapeaux.
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Figure 1.3 – Influence de la longueur L du drapeau pour deux largeurs H différentes. a :
Variations de la vitesse critique de vent. b : Variations de la fréquence critique.

Figure 1.4 – Influence de l’épaisseur d du drapeau pour quatre longueurs L différentes. a :
Variations de la vitesse critique de vent. b : Variations de la fréquence critique.

En utilisant des papiers de différents grammages, nous pouvons faire varier facilement une
autre des dimensions du drapeau : son épaisseur. La masse volumique et le module d’élasticité
sont peu touchés par le changement de grammage (de 60 g/m2 à 180 g/m2 ; voir Annexe A).
Pour cette expérience, la largeur des drapeaux est fixée à H = 70 mm et quatre longueurs
différentes sont étudiées. Bien qu’il n’y ait pas d’antériorité d’une telle étude à notre connais-
sance, nous pouvons nous attendre à ce que l’augmentation d’épaisseur du drapeau (et donc
de sa rigidité de flexion) le stabilise et par conséquent fasse augmenter la vitesse critique de
flottement. Sur la Figure 1.4, nous observons que Uc croît un peu plus que linéairement avec
d, tandis que fc croît un peu moins que linéairement avec d. Les ingrédients nécessaires à la
compréhension de ces tendances seront rassemblés à la Section 1.2 de ce chapitre.

1.1.3 La bistabilité qui complique les mesures

Sur les Figures 1.3a et 1.4a, il est notable que la mesure de Uc est dispersée. Pendant
les expériences, il existe en réalité une zone de vitesse de vent où il est possible d’observer
l’état “droit” (stable) et l’état “flottant” (instable). Dans cette zone de vitesse de vent, le
flottement peut être déclenché arbitrairement, en tapotant le mât par exemple. Cela a été
systématiquement observé dans la littérature (voir par exemple Watanabe et al., 2002a dans
le contexte des imprimeries où le papier circule à grande vitesse et peut flotter). Ce phénomène
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est désigné par hystérésis, bistabilité ou sous-criticité. Un argument simple a été récemment
proposé pour le décrire (Tang & Païdoussis, 2007 ; Eloy et al., 2012). Le scénario met en cause
des imperfections (quasi inévitables) propres aux expériences. Nous le précisons ci-dessous en
trois étapes faisant référence à la Figure 1.5.

Figure 1.5 – Effet des défauts de planéité. a : Un drapeau “droit” possède inévitablement
des défauts de planéité à l’encastrement. b : Les défauts à l’encastrement sont aplanis si le
drapeau flotte. c : Cycle d’hystérésis en fonction de la vitesse du vent.

– (1) Tant que le drapeau est “droit”, une ou plusieurs courbures sont présentes trans-
versalement à cause d’incorrigibles défauts de planéité du drapeau à son encastrement.
Cela est représenté de manière caricaturale sur la Figure 1.5a. Pour autant, la courbure
de Gauss du drapeau est nulle car le drapeau est “droit” dans la direction du vent.

– (2) Si le drapeau flotte, à l’inverse, des courbures longitudinales sont présentes et
s’inversent périodiquement, comme sur la Figure 1.5b. La courbure de Gauss reste pré-
férentiellement nulle (Audoly & Pomeau, 2010), les défauts de planéité à l’encastrement
doivent donc être aplanis avant l’apparition du flottement. Il en résulte des étirements qui
ont un coût énergétique. Les défauts de planéité causent donc globalement un surplus
de rigidité et une hausse de la vitesse critique. La borne supérieure de vitesse critique
est notée U+

c et nous l’obtenons à vitesse de vent croissante comme jusqu’à présent
(expériences de la Section 1.1.2).

– (3) Selon que le drapeau soit “droit” ou bien qu’il flotte, un surplus de rigidité
est donc présent ou non. À vitesse de vent décroissante, le retour à l’état droit se fait
par conséquent à une vitesse critique U−

c plus faible que U+
c . Cela est schématisé sur la

Figure 1.5c. L’écart relatif entre U−
c et U+

c est de l’ordre de 10% dans les expériences de
la Section 1.1.2, et il varie entre 10% et 20% dans les travaux de Tang et al. (2003) ;
Eloy et al. (2008).

De récentes expériences sur des drapeaux possédant des défauts d’encastrement volontaires
donnent raison à ce scénario (Eloy et al., 2012).

Amélioration de la méthode expérimentale

Une manière d’améliorer la reproductibilité des mesures en soufflerie est de collecter la
borne inférieure de vitesse critique notée U−

c . Par définition, c’est la vitesse de vent permettant
le retour à l’état droit lorsque la vitesse du vent décroît. Et d’après l’analyse précédente, la
vitesse critique U−

c est indépendante des défauts d’encastrement. Dans la suite des mesures,
sauf mention contraire, c’est la vitesse critique Uc = U−

c que nous mesurons.
Notons que pendant le flottement des drapeaux, un son typique de matériau froissé est

audible, ce qui peut être associé aux événements de flambage périodique des défauts de
planéité, de type “snap-through buckling” (voir par exemple Forterre et al., 2004, sur le “bruit
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du tonnerre” ; Forterre et al., 2005, sur la Dionée attrape-mouche ; Fargette et al., 2014, pour
une application capillaire).

Scénario alternatif

La bistabilité peut également s’expliquer par l’action du sillage en aval du drapeau (“effet
mémoire”), comme suggéré par les travaux de Zhang et al. (2000) ; Tang & Païdoussis (2007) ;
Alben & Shelley (2008) ; Michelin et al. (2008). Une estimation numérique est possible dans
ce cas, et les auteurs reportent un écart relatif de vitesse critique de l’ordre de 5 %, c’est-à-dire
inférieur à l’observation expérimentale (≃ 10 % ou plus).

1.1.4 Déformées et nœuds

En 1968, Taneda propose pour la première fois des chronophotographies de drapeaux
suggérant une grande diversité de régime de flottement (voir aussi Uno, 1973). Précisément,
cherchons à tirer des informations de la déformation du drapeau au seuil de l’instabilité. Dans
un premier temps, des expériences à longueur de drapeau variable sont réalisées (avec du papier
120 g/m2 d’épaisseur d = 153 µm). Auparavant, cette expérience a été réalisée successivement
par Huang (1995) ; Yamaguchi et al. (2000b) ; Watanabe (2002a). Dans un second temps des
expériences à épaisseur variable sont réalisées (avec L = 160 mm). La largeur des drapeaux
est fixée à H = 100 mm. L’observation la plus remarquable est schématisée sur la Figure 1.6 :
il existe une valeur critique de l’épaisseur et de la longueur du drapeau pour laquelle nous
assistons à une “transition de phase”. Nous passons d’un régime contenant un “nœud” de
vibration à un régime en contenant deux, ou vice-versa. Ces “nœuds” peu prononcés rappellent
fortement les nœuds de vibration d’une corde ou d’une poutre.

Figure 1.6 – Évolution de la superposition des déformées au seuil de l’instabilité. a : Effet
d’une augmentation de la longueur L du drapeau. Le nombre de nœud augmente. Le carré
visible à la gauche des drapeaux est le socle du mât, qui se situe sous la paroi de la soufflerie.
b : Effet d’une augmentation de l’épaisseur d du drapeau. Le nombre de nœud diminue.

La transition a lieu pour L = 150 − 160 mm lorsque d = 153 µm est fixe, ou pour d =

128 − 153 µm lorsque L = 160 mm est fixe. Dans les deux cas, le ratio L/d de transition est
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identique et est de l’ordre de 103. Ce ratio se met naturellement sous la forme d’un “nombre
de masse” M∗ d’ordre 1 qui compare les masses d’air et de solide déplacées :

M∗ =
ρaL

ρsd
,

où ρa et ρs sont respectivement la masse volumique de l’air et du drapeau. Dans la littérature,
cette quantité a été introduite pour l’étude numérique du seuil du flottement par Eloy et al.
(2007) ; Tang & Païdoussis (2007) ; Michelin et al. (2008). Nous verrons que M∗ est le bon
paramètre de contrôle de l’analyse de stabilité linéaire dans la limite des drapeaux “trapus” (i.e.
de grand rapport d’aspect H/L). Notons que les enveloppes de la Figure 1.6 sont similaires
à celle observées expérimentalement par Eloy et al. (2008), et en accord avec les prédictions
numériques de changements d’enveloppe possibles au seuil de l’instabilité par Huang (1995) ;
Tang & Païdoussis (2007) ; Michelin et al. (2008) ; Michelin & Llewellyn Smith (2010) et plus
récemment Huang & Zhang (2013).

Figure 1.7 – Ratio L/d de la transition entre le régime de flottement à un et deux nœuds.
a : En termes de vitesse critique de vent. b : En termes de fréquence critique.

Sur la Figure 1.7a est reportée la vitesse critique en fonction du ratio L/d. Nous observons
pour chaque essai une courbe discontinue avec deux branches. Chaque branche correspond à
un type de déformée (Figure 1.6), contenant un ou deux nœuds de vibration. La discontinuité
de vitesse critique est bien documentée, notamment grâce aux travaux de Yamaguchi et al.
(2000a,b) ; Eloy et al. (2007), et elle apparaît également dans le cas du drapeau suspendu
verticalement étudié par Lemaitre et al. (2005) ou pour les tuyaux avec écoulement interne
étudiés par Païdoussis (1998) ; Doaré & de Langre, (2002). Dans chacune de ces situations, une
analyse de stabilité globale (prenant en compte les conditions aux limites) avec un écoulement
de fluide parfait (non visqueux) suffit pour prédire un rebroussement de vitesse critique. Nous
reviendrons sur l’origine de ce rebroussement de vitesse critique dans la seconde partie du
présent chapitre.

Localisation des nœuds

La localisation des nœuds sur les différents drapeaux est reportée sur la Figure 1.8. L’erreur
commise lors de la mesure de la position d’un nœud via des superpositions de photographies
est de l’ordre de 10%. Nous voyons que les déformées ne sont pas véritablement auto-similaires
par variation de L. Néanmoins, il est remarquable que les expériences à épaisseur fixée ou à
longueur fixée donnent la même localisation des nœuds en fonction du ratio L/d (Figure 1.8).

Enfin, nous pouvons revenir sur le fait que les nœuds observés sur la Figure 1.6 sont
relativement peu prononcés. Cela n’est que très partiellement dû à la torsion du bord de fuite
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Figure 1.8 – Localisation des nœuds de la superposition des déformées. a : Définition de la
distance l. b : Effet du ratio L/d. Nous passons du régime à un nœud vers celui à deux
nœuds pour L/d ≃ 1000.

que nous observons sur les plus grands drapeaux (rotation au plus de l’ordre de 5o ; voir
également Yu et al., 2012). Les “nœuds” peu prononcés (i.e. larges) suggèrent plutôt que la
déformée du drapeau comporte des composantes propagatives, à la différence d’un mode de
corde ou de poutre classique.

1.1.5 Changement de matériau

Nous pouvons nous demander si le flottement est favorisé ou non par un changement de
matériau. Nous reportons sur la Figure 1.9 les vitesses critiques de flottement de drapeaux en
plastique et en acier, de sorte que le ratio E/ρs (où E est le module d’élasticité et ρs la masse
volumique) varie d’un facteur 10 (Annexe A). La largeur des drapeaux est fixée à H = 100 mm
et la longueur est variée entre 100 et 300 mm. L’épaisseur des matériaux choisis varie entre
54 µm et 509 µm.

Figure 1.9 – Effets combinés de l’épaisseur du drapeau et de son matériau. a : En termes
de décroissance de la vitesse critique Uc avec la longueur L du drapeau. b : En termes de
décroissance de la fréquence critique fc avec la longueur L du drapeau.

Avec les effets combinés de changement d’épaisseur et de matériau, nous voyons sur la
Figure 1.9 que la vitesse critique évolue en loi de puissance Uc ∼ Lν où −1.7 ≤ ν ≤ −1. En
parallèle, la fréquence critique évolue en loi de puissance fc ∼ Lµ où −2.5 ≤ µ ≤ −2. Ces lois
simples mais étonnement peu documentées seront justifiées analytiquement à Section 1.3 de
ce chapitre.
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1.1.6 L’effet du vent sur les déformées

D’un point de vue pratique, ce n’est en général pas la géométrie du drapeau mais plutôt
la vitesse du vent qui sert de paramètre de contrôle pour le déclenchement du flottement
en soufflerie. Une fois le flottement déclenché, il est maintenu pour des vitesses de vent
supérieures. Comme précisé récemment par Chen et al. (2014), le mouvement du drapeau
s’enrichit pour les grandes vitesses de vent et des transitions de régimes de déformées sont
observées. Ces transitions se distinguent a priori de celles discutées à la Section 1.1.4 pour
une variation de la géométrie du drapeau au seuil de l’instabilité. Ces transitions ont été mises
en évidence expérimentalement il y a plus de 50 ans, par Taneda (1968), sur des drapeaux
suspendus verticalement. Elles ont été confirmées par les travaux récents de Eloy et al. (2008) ;
Bao et al. (2010) et Gomes & Lienhart (2013). Aussi, des modèles numériques aptes à les
prédire ont été proposés successivement par Fitt & Pope (2001) ; Yadykin et al. (2001) ; Connell
& Yue (2007) ; Alben & Shelley (2008) ; Michelin et al. (2008).

Figure 1.10 – Évolution de la superposition des déformées avec la vitesse du vent U . Le
drapeau est en papier 120 g/m2 (nommé Drapeau 1 par la suite). Le régime stable de
drapeau droit (a) est suivi par un régime à un nœud (b,c), puis deux (d), trois (e) et un
régime chaotique (f).

Figure 1.11 – Évolution de la fréquence de flottement avec la vitesse de vent U , pour les
différents régimes. Le drapeau en papier 120 g/m2 (Drapeau 1).

Nous étudions le cas d’un drapeau en papier 120 g/m2, de largeur H = 100 mm et de
longueur L = 140 mm (nommé Drapeau 1 par la suite). Sur la Figure 1.10, nous voyons que le
nombre de nœuds augmente avec la vitesse du vent. Le flottement débute avec un nœud, puis
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nous voyons l’apparition d’un second nœud à 15.0 m/s. Un troisième nœud fait son apparition
à U = 16.9 m/s. Dans chacun de ces régimes, la fréquence évolue quasi-linéairement avec la
vitesse du vent, comme montré par la Figure 1.11. Notons que Peters (1940) est probablement
le premier à avoir observé ce type de transitions sur des drapeau en fer et en aluminium. En
particulier, Peters a identifié un phénomène d’hystérésis sur la vitesse de vent de transition
entre les régimes.

À cause de la proximité du régime chaotique, les modifications d’enveloppe obtenues par
augmentation de la vitesse du vent sont délicates à étudier expérimentalement (amplitudes
et fréquences de moins en moins bien définies, dégradation plastique du drapeau). Numé-
riquement, l’étude est délicate également, car les non-linéarités structurelles et fluides sont
exacerbées lorsque la vitesse du vent augmente. Les transitions de régime de flottement par
variation de U sont par conséquent plus délicates à décrire que les transitions par variation de
géométrie au seuil de l’instabilité.
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1.2 Le minimum d’ingrédients

De nombreux modèles ont été proposés ces dernières années pour décrire le comportement
des drapeaux, en partant des poutres élastiques (Shelley et al., 2005) ou des cordes tendues
(Moretti, 2003) et allant jusqu’au couplage de l’équation de Navier-Stokes (simulation directe)
et de l’équation des poutres tendues en grandes déformations (Connell & Yue, 2007). Notre
objectif ici est d’obtenir un modèle minimal permettant d’expliquer les observations rappelées
à la Section 1.1. Ce modèle sera repris au Chapitre 2 (qui précisera les efforts générés par un
drapeau) et au Chapitre 3 (qui introduira le concept d’accrochage fréquentiel “drapeau-mât”).

“Peu après les expériences sur le mouvement brownien qui lui valurent le prix Nobel,
Jean Perrin écrivit que faire de la Physique c’est expliquer du visible compliqué par
de l’invisible simple. Reprenant cette idée récemment, mon ami Jacques Treiner dit
fabriquer du simple en recherchant de l’identique dans le divers.” (Balibar, 2011)

Après avoir identifié une source d’instabilité commune entre le flottement de drapeau et
des “oscillations” de la vie quotidienne, le comportement d’une poutre élastique sera rappelé,
puis nous introduirons le couplage avec le vent.

1.2.1 Le scénario de type Kelvin-Helmholtz

Les vagues selon Helmholtz et Kelvin

Il peut sembler anodin que des “vagues” se forment avec le drapeau solide. Ce mouvement
diffère pourtant radicalement d’une oscillation rigide classique, tel un pendule. L’initiation du
flottement 1 d’un drapeau doit nous rappeler le mécanisme de formation des vagues sur l’océan
imaginé par Helmholtz (1868) et Kelvin (1871) il y a un peu moins de 150 ans (Figure 1.12a).

Figure 1.12 – Analogie entre les vagues et les drapeaux. a : Peinture d’Ivan Aivazovsky
(1876) montrant une vague en formation et des drapeaux au vent. b : Augmentation de la
vitesse de l’air au-dessus d’une vague en formation par resserrement des lignes de courant
(instabilité). c-f : Les flots de l’océan devenant le flottement d’un drapeau (adapté de One
Piece ; Toei Animation).

Le mécanisme est le suivant 2 : à la crête d’une vaguelette, la section de passage de l’air
est localement restreinte, comme sur la Figure 1.12b. Le débit volumique d’air étant conservé
(incompressibilité du vent), la vitesse de l’écoulement augmente au-dessus de la vague. Une
baisse de pression s’ensuit par moindre accumulation de particules fluides (relation de type

1. L’étymologie de “flottement” suggère l’analogie avec “le mouvement des flots”.
2. Depuis, le mécanisme a été plusieurs fois revu (voir par exemple Miles, 1957 ; Phillips, 1977).



24

Bernouilli), et la vague est aspirée. C’est donc une différence de vitesse qui est à l’origine de
ce type d’instabilité (dite de cisaillement). De manière anecdotique, l’analogie vague-drapeau
est joliment suggérée par le cinéma d’animation japonais, Figure 1.12c-f : un bateau pirate
navigue sur l’océan, et cet océan devient progressivement l’image d’un drapeau pirate.

L’intuition de Rayleigh sur les jets

Au cours de son travail sur les instabilités des jets d’eau 3, Rayleigh (1878) souligne l’ana-
logie entre l’instabilité de cisaillement (dite aussi de Kelvin-Helmholtz) et l’instabilité du dra-
peau : “Its bearing upon the flapping of sails and flags will be evident”. Les courbures d’un
drapeau (Figure 1.13a) peuvent se voir comme la surface d’une vague subissant à la fois une
aspiration et un appui de la part de l’écoulement.

Figure 1.13 – Courbures d’un drapeau. a : Détail d’une peinture de Willem Van de Velde,
“Le Gouden Leeuw avant Amsterdam”, 1686, saisissant un instant intéressant du flottement
d’un drapeau. b : Mécanisme d’aspiration des courbures d’un drapeau non borné, analogue
aux vagues (Figure 1.12b).

Figure 1.14 – Instabilités relevant partiellement du scénario d’aspiration des courbures de
type Kelvin-Helmholtz. a : Oscillations de l’écoulement d’une fontaine au parc du Château
de Nymphembourg (adapté de Peters, 1940). b,c : Instabilité d’un jet d’eau soumis à un
écoulement relatif de 25 m/s et 30 m/s (adapté de Matas & Cartellier, 2010). d,e : Instabilité
d’une nappe liquide à faible et fort écoulement relatif (adapté de Crapper et al., 1973). f :
Instabilité se produisant lors de la rétractation d’une bulle de savon (adapté de Lhuissier &
Villermaux, 2009).

Le scénario précédent se trouve être extrêmement général et peut s’appliquer à de nom-
breuses situations d’instabilité de la vie courante, tels que les fontaines de la Figure 1.14a
(Peters 4, 1940), les jets d’eau de la Figure 1.14b,c (Matas & Cartellier, 2010), les nappes

3. L’une de ces instabilités étant attribuée à Plateau, 1873
4. Travail intitulé “Flatterschwingungen von Überfallstrahlen und Fahnen”, ce que nous pouvons traduire

par : “Le flottement des fontaines et des drapeaux”. Voir également “Warum flattert die Fahne” de Thoma
(1939a).
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liquides de la Figure 1.14d,e (Crapper et al., 1973 ; Bremond, 2003), les cloches d’eau (Viller-
maux & Clanet, 2002) ou les bulles de savon se rétractant comme sur la Figure 1.14f (Lhuissier
& Villermaux, 2009). En guise de généralisation, nous voyons que les précédents systèmes (la
vague, le jet, le film de savon,...) ont en commun le fait que les courbures sont aspirées sous
l’action d’un écoulement relatif (de type cisaillement ; voir également Lamb, 1932 ; Prandtl,
1952).

Limites du scénario “Kelvin-Helmholtz”

En ingénierie aéronautique, une aile d’avion bien conçue courbe l’écoulement qui l’entoure
pour créer de la portance, sans pour autant se courber elle-même et rétroagir de manière
instable avec l’écoulement. Dans le cas d’un drapeau, l’écoulement courbé fait se courber
le drapeau en retour, ce qui courbe davantage l’écoulement, et ainsi de suite. Le scénario
d’aspiration des courbures justifie cette instabilité, et il est compatible avec l’observation d’un
drapeau flottant en soufflerie, comme représenté sur la Figure 1.15a,b.

Figure 1.15 – Déformées successives d’un drapeau en soufflerie. Le drapeau est en plastique
d’épaisseur 509 µm, de longueur L=295 mm et de largeur H=100 mm. La vitesse de vent
est U = 10.8 m/s. L’observation de l’évolution des courbures est compatible avec le scénario
de type Kelvin-Helmholtz sur les deux premières images. Ensuite, nous voyons qu’il y a un
aller-retour du drapeau.

Sans surprise, ce scénario reste toutefois pauvre car il suggère l’existence d’une instabilité
statique (de type flambage). Et l’aller-retour du drapeau n’est pas prévu. À l’échelle d’une demi
période de flottement, nous voyons sur la Figure 1.15c,d que l’aller-retour a lieu à un instant
où le drapeau est fortement tendu. L’inextensibilité et la longueur finie du drapeau jouent
donc des rôles importants pour expliquer la limitation d’amplitude et l’aller-retour (Argentina
& Mahadevan, 2005).

Une seconde limitation du scénario “Kelvin-Helmholtz” est qu’il n’explique pas l’existence
d’une vitesse critique de vent non nulle. Les courbures du drapeau devrait être instable quelle
que soit la vitesse du vent. Dans les sections suivantes, nous introduisons un ingrédient sup-
plémentaire stabilisant qui est l’élasticité du drapeau.
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1.2.2 Le drapeau au repos

Dans un premier temps, nous rappelons l’équation de l’elastica qui décrit le comportement
d’un drapeau élastique sans vent. Ce calcul est classique (Euler, 1744 ; Landau, 1986, p99) et
permet d’insister sur les hypothèses qui sont au cœur de la discussion sur le modèle minimal.
Dans un second temps, nous ajoutons la présence du vent “aspirant” les courbures (comme
escompté en Section 1.2.1) et menant à une compétition entre la déstabilisation par le vent
et la stabilisation par l’élasticité du matériau.

“On peut se demander pourquoi, dans les sciences physiques, la gé-
néralisation prend volontiers la forme mathématique. [...] c’est parce
que le phénomène observable est dû à la superposition d’un grand
nombre de phénomènes élémentaires tous semblables entre eux ; ainsi
s’introduisent tout naturellement les équations différentielles. [...] Dans
les sciences naturelles, on ne retrouve plus ces conditions [...] et c’est
pour cela que les naturalistes sont obligés de recourir à d’autres modes
de généralisation.” (Poincaré, 1902)

Mouvement d’un drapeau élastique dans le vide

Effectuons un bilan de forces et de moments sur une tranche infinitésimale du drapeau
(Figure 1.16a). Sans air et en négligeant le poids propre du drapeau (il suffit que le drapeau
soit non déversé par la gravité au repos), l’accélération de la tranche du drapeau de masse
ρsHdδs est reliée aux forces internes Fint par le principe fondamental de la dynamique 5 :

ρsHd
²
ms

δs
∂2X
∂t2

(s, t) = Fint(s + δs, t) − Fint(s, t).

Dans cette expression, X est un point de coordonnées cartésiennes (x,y,0) sur la ligne
neutre du drapeau, s est son abscisse curviligne, et ρs est la masse volumique du drapeau
(l’indice s signifiant ici “solide”). Nous notons ms la masse linéique du drapeau. La largeur et
l’épaisseur du drapeau sont notées respectivement H et d. Sur la Figure 1.16a, la largeur H
est dans la direction normale à la page.

Figure 1.16 – Raisonnements sur une tranche infinitésimale de drapeau (vu dans l’épaisseur,
tel que la largeur H soit dans la direction normale à la page). a : Bilan de forces internes.
b : Hypothèse de contraintes variant linéairement dans l’épaisseur.

En l’absence de moment extérieur et en négligeant l’inertie de la tranche du drapeau, les
moments internes Mint vérifient simplement :

0 =Mint(s + δs, t) −Mint(s, t) + t(s, t)δs ∧ Fint(s, t),

5. Les forces volumiques comme l’action du poids ont été négligées.
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où t(s) est le vecteur unitaire tangent à la ligne neutre. Dans la limite des petites déformations
du drapeau (hypothèse valable aux premiers instants de l’instabilité), nous avons t(s) ≃ ex et
δs ≃ dx. En faisant tendre δs vers 0, nous obtenons au premier ordre sur la direction portée
par ey :

ms
∂2y

∂t2
(x, t) = −

∂2Mint

∂x2
(x, t), (1.1)

où nous avons utilisé l’hypothèse que Mint =Mintez.
Introduisons une loi de comportement élastique pour le drapeau, avec le modèle classique

de Hooke “Ut tensio, sic vis” 6 (Hooke, 1678 ; Young, 1845). Le moment interne en un point
quelconque du drapeau est l’intégration des moments élémentaires de compression et de tension
dans son épaisseur. Cela correspond respectivement au dessus et au dessous de la ligne neutre
dans la Figure 1.16b, avec des variations de contraintes supposées linéaires dans l’épaisseur
du drapeau. En outre, nous pouvons utiliser que l’allongement relatif à distance ξ de la ligne
neutre vaut au premier ordre ξ∂2y/∂x2 (contribution positive ou négative selon le signe de ξ).
Il vient alors, pour un matériau supposé homogène de module d’élasticité E :

Mint(x, t) = ∫
d/2

−d/2
ξ
®

bras de levier

Eξ
∂2y

∂x2
(x, t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
contrainte

Hdξ
±
surface

= EI
∂2y

∂x2
(x, t). (1.2)

Dans le membre de droite, nous introduisons le moment quadratique de la section du
drapeau I = Hd3/12, avec EI qui est la rigidité de flexion. Ce calcul omet l’effet Poisson
(Landau, 1986) qui peut se rajouter a posteriori.

Il est particulièrement intéressant que l’équation (1.2) prédise un moment interne directe-
ment proportionnel à la courbure locale C ≃ ∂2xy (Feynman, 1963). Ce résultat sera utilisé au
Chapitre 2 et au Chapitre 3. Par substitution dans l’équation (1.1), nous obtenons l’équation
classique des poutres (l’elastica linéarisée) :

EI
∂4y

∂x4
(x, t) +ms

∂2y

∂t2
(x, t) = 0. (1.3)

Les solutions harmoniques de cette équation, de la forme y(x, t) = Y (x)eiωt, s’obtiennent
facilement une fois remarqué que les fonctions Y (x) = cosκx, sinκx, coshκx, et sinhκx
forment quatre solutions indépendantes avec :

κ = (
ms

EI
ω2)

1/4

.

La solution de l’équation (1.3) contient des fonctions harmoniques et hyperboliques de κx,
et la quantité κ prend ainsi le même sens qu’un nombre d’onde. En particulier, à κL fixé, la
fréquence naturelle d’oscillation est du type ω ∼

√
E/ρsd/L2. Il y a donc une forte dépen-

dance de la fréquence naturelle envers la géométrie du drapeau, tout comme les fréquences de
flottement observées en soufflerie, à la Section 1.1.2.

Modes propres dans le vide

Dans la situation d’un drapeau encastré-libre, la solution de l’équation (1.3) vérifie les
conditions aux limites Y (0) = 0 (choix de l’origine), Y ′(0) = 0 (encastrement), Y ′′(L) = 0
(courbure nulle, i.e. absence de moment) et Y ′′′(L) = 0 (effort tranchant nul). Le calcul

6. Ce que nous pouvons traduire par : “il y a proportionnalité entre les contraintes et les déformations”.
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des solutions est sans difficultés (combinaison linéaire de quatre solutions indépendantes et
vérification des conditions aux limites ; voir Landau, 1986). Les déformées spatiales encastrées-
libres s’écrivent :

Y (x) =
A

2
[cosκx − coshκx +

cosκL + coshκL

sinκL + sinhκL
(sinhκx − sinκx)], (1.4)

où les κL doivent satisfaire une relation transcendante :

cosκL coshκL + 1 = 0.

Nous avons introduit l’amplitude de flottement A de sorte que Y (L) = ±A. Les premiers
modes vérifient κ1L ≃ 0.60π, κ2L ≃ 1.49π, κ3L ≃ 2.50π, ... κnL ≃ (2n − 1)π/2.

Figure 1.17 – Les trois premiers modes propres de poutre encastrée-libre, caractérisés respec-
tivement par le nombre d’onde κ1 (a), κ2 (b) et κ3 (c).

Sur la Figure 1.17, nous traçons les trois premiers modes de poutre encastrée-libre. La
présence des nœuds de vibration rappelle les nœuds observés au cours des expériences de la
Figure 1.6. Aussi, la position des “nœuds” de la Figure 1.8 correspond approximativement à
la position des nœuds associés aux modes n°2 et n°3 (Figure 1.17b et Figure 1.17c). Nous
pouvons remarquer que le premier mode (Figure 1.17a) n’est jamais observé expérimentalement
sur les drapeaux. Cela est qualitativement raisonnable, car il s’agit du seul mode pour lequel
l’aspiration de courbure produirait un rappel vers l’état droit et non vers l’extérieur.

1.2.3 La déstabilisation par le vent

L’air s’écoulant autour du drapeau doit à présent être modélisé. Nous rappelons deux
modèles classiques discriminés par le rapport d’aspect H/L du drapeau. Les drapeaux “trapus”
(H/L≫ 1) sont décrits par un modèle bidimensionnel (Figure 1.18a), tandis que les drapeaux
élancés (H/L≪ 1) nécessitent un modèle permettant de prendre en compte le contournement
du fluide par le dessus/dessous du drapeau, dans la direction transversale (Figure 1.18b).

Modèle de drapeau trapu La démarche classique (Shelley et al., 2005) est d’exprimer
que la différence de pression entre chaque côté du drapeau agit comme un forçage de l’équa-
tion (1.3), qui s’écrit :

EI
∂4y

∂x4
(x, t) +ms

∂2y

∂t2
(x, t) = −(p+(x, t) − p−(x, t))H,

où les notations sont précisées sur la Figure 1.19.
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Figure 1.18 – Modèles de drapeau. a : Situation d’un drapeau trapu (κH ≫ 1). Les fluc-
tuations de pression dans la direction z sont négligeables. b : Situation d’un drapeau élancé
(κH ≪ 1). Les fluctuations de pression dans la direction z sont déterminantes.

Bien que cette formulation puisse paraître naturelle, elle présuppose que la pression soit
homogène selon l’axe z, ce qui n’est pas vérifié aux bords du drapeau. Pour normaliser l’équa-
tion précédente, nous introduisons le ratio de la vitesse du vent et de la vitesse typique des
ondes de flexion U∗ = UL

√
ms/(EI). Les longueurs sont normalisées via x∗ = x/L, y∗ = y/A,

et les temps via t∗ = tU/L :

1

U∗2

∂4y∗

∂x∗4
+
∂2y∗

∂t∗2
= −M∗p+ − p−

ρaU2
. (1.5)

Dans le membre de droite, nous faisons ainsi apparaître le nombre de masseM∗ = ρaHL/ms

qui a déjà été rencontré lors de l’analyse de l’évolution des déformées (Section 1.1.4). L’équa-
tion (1.5) peut se traiter dans un diagramme (M∗, U∗), comme réalisé par Eloy et al. (2007).
En particulier, les paramètres M∗ et U∗ fixent les règles de similitudes à appliquer pour un
passage à de plus grandes échelles.

Figure 1.19 – Déstabilisation du drapeau. a : Rappel des paramètres associés au vent et au
drapeau. b : Situation d’un drapeau trapu : invariance de la pression selon l’axe z (c’est un
problème bidimensionnel).

Le nombre de Reynolds (basé sur L) où nous travaillons étant de l’ordre de 104 − 105, les
effets visqueux sont négligeables au premier ordre et la pression de chaque coté du drapeau
peut être associée à un écoulement à potentiel de vitesse. Cette méthode a été utilisée par
Kornecki et al. (1976) ou plus récemment Shelley et al. (2005). Pour des ondes de type
y(x, t) ∼ exp(−iκx + iωt), la relation de dispersion suivante est obtenue 7 :

EIκ4 −msω
2 =

2ρaH

∣κ∣
(ω −Uκ)2. (1.6)

7. Dimensionnée pour une raison pratique.
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Nous parlons d’analyse bidimensionnelle, car malgré les apparences cette expression ne
dépend pas de la largeur H du drapeau (Figure 1.18a). Expérimentalement, cette situation
bidimensionnelle peut être obtenue en rapprochant suffisamment les parois de la soufflerie vers
le dessus et le dessous du drapeau (voir par exemple Aurégan & Depollier, 1995 ; Doaré et
al., 2011 ; Zhang et al., 2014). L’idée est d’empêcher qu’un écoulement contourne le drapeau
pour équilibrer la pression.

Modèle de drapeau élancé

Lorsque le drapeau est élancé dans la direction du vent, comme sur la Figure 1.18b, les
fluctuations de pression dans la largeur du drapeau (i.e. l’axe z) ne sont plus négligeables
(Lemaitre et al., 2005). Cette situation des corps élancés dans un écoulement à été étudiée
par Munk (1924) et approfondie par Lighthill (1960) dans le contexte de la nage des poissons.
L’échelle spatiale typique des gradients de pression sur un drapeau élancé est la largeur du
drapeau, par opposition à la longueur d’onde du flottement pour un drapeau trapu.

Le modèle de force réactive proposé par Lighthill (1960) repose sur le calcul de la masse
d’air linéique ma = πρaH2/4 qui est déplacée par le drapeau flottant (masse ajoutée). Dans
ce cadre, l’équation (1.5) n’est plus valable et le forçage par le vent se fait principalement par
réaction contre l’accélération convective de la masse ajoutée ma = πρaH2/4 :

EI
∂4y

∂x4
+ms

∂2y

∂t2
= −ma (

∂

∂t
+U

∂

∂x
)

2

y (1.7)

= −ma
∂2y

∂t2
− 2maU

∂2y

∂t∂x
−maU

2 ∂
2y

∂x2
. (1.8)

Le vent génère donc trois phénomènes 8 :
– une “inertie ajoutée” ma∂2t y qui abaisse les fréquences propres du drapeau au repos,
– un “amortissement ajouté” que nous nommons “terme de Coriolis” (Païdoussis, 1998)

puisqu’il est proportionnel à la vitesse de rotation du drapeau Ω ≃ ∂t(∂xy). Son rôle
est crucial car il introduit une différence de phase spatiale et permet d’envisager des
interactions entre modes,

– une “raideur ajoutée” associée à la portance générée par la courbure C ≃ ∂2xy (Sec-
tion 1.2.1). Avec les données des expériences (Uc ∼ 10 m.s−1, ωc ∼ 10 Hz, L ∼ 10−1 m),
nous voyons que le terme de raideur ajoutée domine largement les deux autres.

Pour des ondes de type y(x, t) ∼ exp(−iκx+ iωt), le modèle de drapeau élancé donne lieu
à la relation de dispersion suivante :

EIκ4 −msω
2 =ma(ω −Uκ)

2. (1.9)

Par comparaison, dans l’équation (1.6) du modèle de drapeau trapu, le rôle de ma est joué
par 2ρaH/∣κ∣. Les deux modèles se rejoignent lorsque Hκ ∼ 1, c’est à dire lorsque la longueur
d’onde du flottement est de l’ordre de la largeur de drapeau. L’usage du modèle de drapeau
élancé est pleinement justifié lorsque κH ≪ 1, tandis que le modèle de drapeau trapu l’est
lorsque κH ≫ 1. Au cours des expériences en soufflerie, nous avons fait varier κH entre 0.2
et 8, nous sommes donc aux frontières de validité des deux modèles. À la Section 1.3.4, nous
verrons comment réunir astucieusement les modèles de drapeaux élancés et trapus en un seul.

8. L’adimensionnement de l’équation (1.8) par U∗ = UL
√
ms/(EI), x∗ = x/L, y∗ = y/A et t∗ = tU/L

donne (1/U∗2)∂4x∗4y
∗ + ∂2t∗2y

∗ = −(ma/ms)(∂t∗ + ∂x∗)2y∗.
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1.3 Analyse de stabilité

Une analyse de stabilité linéaire peut être conduite en s’inspirant la démarche de Coene
(1992) ; Triantafyllou (1992). La relation de dispersion de l’équation (1.9), obtenue dans le
cadre des drapeaux élancés, est prise comme point de départ.

1.3.1 Les implications de la relation de dispersion

La relation de dispersion de l’équation (1.9) caractérise les solutions de l’équation (1.8) de
type y(x, t) = Y (x)eiωt avec Y (x) = Y0e−iκx. Pour fixer les idées, κ est fixé et choisi réel (i.e.
pour un taux de croissance spatial nul). L’enjeu est de déterminer les pulsations complexes
ω et les conditions d’instabilité. La relation de dispersion se développe sous la forme d’une
équation du second degré en pulsation complexe ω :

(ms +ma)ω
2 − 2maUκω +maU

2κ2 −EIκ4 = 0, (1.10)

qui est caractérisée par son discriminant :

∆ = 4κ2{−msmaU
2 + (ms +ma)EIκ

2}.

Origine de la vitesse de vent critique

Une pulsation complexe ω est instable si et seulement si le taux de croissance σ = R(iω)
est strictement positif. C’est le cas si et seulement si ∆ < 0, ou encore U > Uc,κ, avec :

Uc,κ =

√
1 +m∗

m∗

√
EI

ms

κ. (1.11)

Dans cette expression, nous avons noté m∗ le ratio de la masse ajoutée et de la masse du
drapeau :

m∗ =
ma

ms

=
π

4

ρaH

ρsd
.

Cette quantité est à distinguer du nombre de masse M∗ = ρaL/(ρsd) qui serait la quantité
pertinente du modèle de drapeau trapu. Avec l’équation (1.11), nous voyons qu’il existe une
vitesse de vent critique Uc,κ non nulle au-delà de laquelle le drapeau est instable vis-à-vis du
nombre d’onde κ. Cette vitesse de vent est proportionnelle à la vitesse de phase des ondes de
flexion vϕ,κ =

√
EI/msκ (Landau, 1986), et dépend également de la géométrie du drapeau

via m∗. Le calcul de la vitesse critique nous renseigne sur l’origine de l’instabilité : le terme
élastique a un rôle stabilisant tandis que le terme de raideur ajoutée (proportionnel à la courbure
du drapeau) est déstabilisant. Qualitativement, c’est comme si une perte de raideur pilotait le
début de l’instabilité. La vitesse critique étant inversement proportionnelle à la longueur d’onde
λ = 2π/κ, les grandes longueurs d’ondes sont a priori instables “en premier”. Nous reviendrons
sur l’incompatibilité de cette prédiction avec les faits expérimentaux.

Fréquence d’oscillation critique

La pulsation (ou fréquence) à la vitesse de vent critique s’obtient facilement :

ωc,κ =

√
m∗

1 +m∗

√
EI

ms

κ2.
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À un facteur près fonction de m∗, nous voyons que la fréquence critique est proportion-
nelle à la fréquence naturelle du drapeau dans le vide (Section 1.2.2). Intéressons nous plus
précisément à l’évolution des pulsations complexes conjuguées solutions de l’équation (1.10).
Nous définissons ω0,κ la pulsation caractéristique du nombre d’onde κ à vitesse de vent nulle :

ω0,κ =

√
EI

ma +ms

κ2.

Les pulsations complexes peuvent s’écrire sous la forme compacte suivante :

ωκ
ω0,κ

=
√
m∗

U

Uc,κ
± (1 −

U2

U2
c,κ

)

1
2

, (1.12)

où nous distinguerons
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

I(iωκ) = ωκ la pulsation des oscillations,
R(iωκ) = σκ le taux de croissance temporel.

Sur la Figure 1.20, nous représentons l’évolution de la pulsation des oscillations et du
taux de croissance temporel avec la vitesse du vent, pour trois valeurs du paramètre m∗,
indépendamment du nombre d’onde κ.

Figure 1.20 – Analyse de la relation de dispersion du drapeau élancé. a : Coalescence des
pulsations complexes. b : Évolution du taux de croissance avec la vitesse du vent. L’onde est
instable lorsque l’une des deux pulsations complexes a un taux de croissance positif.

Nous voyons que l’instabilité se développe par coalescence des deux pulsations solutions.
Nous pouvons également remarquer que lorsque m∗ < 1, la pulsation critique est plus faible
que la pulsation au repos. Quand le drapeau flotte, la pulsation des oscillations augmente
linéairement avec la vitesse du vent (Figure 1.20a), ce qui est parfaitement en accord avec
les expériences de la Section 1.1.6. Plus précisément, en développant l’équation (1.12) pour
U > Uc,κ, nous voyons que la pulsation réduite ω∗κ = ωκL/U s’écrit simplement 9 :

ω∗κ =
m∗

1 +m∗
κL.

9. Cette relation indique également que la vitesse de phase vϕ des ondes de flexion du drapeau (passif) est
inférieure à la vitesse de l’écoulement relatif U , tandis que la relation d’ordre serait inversée dans la cas d’une
propulsion active de poisson (Lighthill, 1960 ; Pedley & Hill, 1999 ; voir également Huber, 2000 ; Müller, 2003
pour l’analogie entre le flottement des drapeaux et la nage des poissons). À titre d’exemple, le ratio vϕ/U
peut valoir 1.5 pour l’anguille, 2 pour la truite ou 2.6 pour l’esturgeon (Hertel, 1966).
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Figure 1.21 – Diagramme d’Argand pour la relation de dispersion du drapeau élancé. La
coalescence des deux branches à U = Uc mène à l’instabilité.

Afin de concentrer les informations précédentes sur un seul graphique, nous traçons sur
la Figure 1.21 le diagramme d’Argand correspondant à m∗ = 0.1. Ce diagramme permet de
voir l’interaction entre les pulsations complexes, indépendamment du nombre d’onde κ grâce
à l’adimensionnement choisi.

Le rôle déterminant du taux de croissance temporel

Par définition, un taux de croissance σκ positif est obtenu lorsque la vitesse de vent critique
Uc,κ est dépassée. D’après l’équation (1.12) pour U > Uc,κ, nous avons :

σκ
ω0,κ

= +

¿
Á
ÁÀ U2

U2
c,κ

− 1.

Afin d’analyser le processus de sélection de nombre d’onde associé au taux de croissance
le plus important, nous développons l’expression précédente en fonction de κ.

σκ
ωL

=
κL

√
1 +m∗

√
m∗

1 +m∗
U∗2 − (κL)2. (1.13)

Cette expression fait apparaître une vitesse de vent normalisée U∗ = UL
√
ms/(EI) qui est

par conséquent la quantité pertinente pour étudier les effets de la vitesse du vent (U∗ a déjà été
obtenu à la Section 1.2.3). Le taux de croissance est normalisé par ωL =

√
EI/(ma +ms)/L2.

Sur la Figure 1.22a, nous traçons σκ en fonction de κL, pour U∗ = 10 et m∗ = 1. Nous
visualisons graphiquement l’existence d’un nombre d’onde maximal κmax, ce qui indique qu’une
déstabilisation est possible au-delà d’une longueur d’onde minimale. Le taux de croissance
optimal est obtenu via l’équation (1.13) pour κopt = κmax/

√
2. Aussi, en tant que fonction

de m∗, nous montrons facilement que cet optimum est lui-même maximum lorsque m∗ = 2,
comme suggéré par la Figure 1.22b.

1.3.2 Étude naïve de l’instabilité globale

L’enjeu est de déterminer la déformée la plus instable à partir de la relation de dispersion
qui est une information “locale”. Cette problématique générale est étudiée en détail par Doaré
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Figure 1.22 – Évolution du taux de croissance avec le nombre d’onde normalisé κL. a :
Présence d’un nombre d’onde limite κmaxL et d’un taux de croissance optimum pour κoptL
(droite verticale en pointillés). b : Allure du taux de croissance en fonction de m∗. La courbe
en points-tirets précise la position de κoptL lorsque m∗ varie entre 0 et 100.

(2001) avec application à l’instabilité d’un tuyau d’arrosage (voir également Païdoussis, 1998 ;
Païdoussis, 2004). Tout comme Gregory & Païdoussis (1966a,b), nous pouvons utiliser le fait
qu’une pulsation donnée est une pulsation propre globale de l’objet, s’il est possible de super-
poser les quatre ondes solutions de la relation de dispersion de manière à ce que les conditions
aux limites soient respectées. Pour fixer les idées, nous avons démontré précédemment avec
l’équation (1.4) que dans le cas du drapeau dans le vide (c’est-à-dire une poutre), nous avons :

y(x, t) = eiωt[A1 cosκx +A2 sinκx +A3 coshκx +A4 sinhκx]

=
1

2
eiωt[(A1 − iA2)e

iκx + (A1 + iA2)e
−iκx + (A3 +A4)e

κx + (A3 − iA4)e
−κx],

où les racines quatrième de κ4 en exposants sont les nombres d’onde solutions de la relation de
dispersion de l’équation (1.10) avec ma = 0 et U = 0. Et nous avons vu que les conditions aux
limites de type encastré-libre sont respectées lorsque la relation transcendante cosκL coshκL+
1 = 0 est vérifiée, ce qui nous ramène aux modes.

Déterminer analytiquement les nombres d’onde sélectionnés par l’équation (1.10) en pré-
sence de vent est ambitieux. Néanmoins, nous pouvons raisonner de manière approchée, en
associant à chaque régime de déformée instable à n − 1 nœud(s) la génération instable d’une
onde ayant pour nombre d’onde κn, en amont du processus de superposition d’onde de Gre-
gory & Paidoussis (1966a,b). Les nombres d’onde en compétition sont alors ceux estimés à la
Section 1.2.2 (avec un drapeau au repos), c’est-à-dire :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ1L = 0.60π “pas de nœud”
κ2L = 1.49π “un nœud”
κ3L = 2.50π “deux nœuds”
...

κnL = (2n + 1)π/2 “n − 1 nœuds”

Pour chaque régime κn, la vitesse de vent critique Ucn et la pulsation critique ωcn s’ex-
priment analytiquement :

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

U∗
cn =

√
1+m∗

m∗ κnL

ω∗cn = m∗

1+m∗κnL
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À vitesse de vent fixée et m∗ croissant

Sur la Figure 1.23, nous reportons le taux de croissance calculé à partir de l’équation (1.13)
pour trois valeurs de m∗. Lorsque m∗ augmente, l’onde la plus instable est successivement
celle qui a pour nombre d’onde κ1, κ2, puis κ3.

Figure 1.23 – Transitions du nombre d’onde sélectionné par le critère de plus fort taux de
croissance lorsque m∗ augmente. Les lignes verticales en pointillés indiquent la position des
trois premiers nombres d’onde possibles (ces derniers étant évalués dans le cadre simplifié
des drapeaux au repos).

Cela suggère des transitions entre régimes de déformées lorsque la géométrie du drapeau
est modifiée. Nous calculons facilement que la transition entre le régime κn et κn+1 est possible
(si U∗ >

√
(κnL)2 + (κn+1L)2) pour m∗ >m∗

n,n+1 tel que :

m∗
n,n+1 =

(κnL)2 + (κn+1L)2

U∗2 − (κnL)2 − (κn+1L)2
.

À vitesse de vent croissante et m∗ fixé

De même, lorsque m∗ est fixé et que nous augmentons U∗, la transition entre le régime
κn et κn+1 est obtenue lorsque U∗ > U∗

n,n+1, avec :

U∗
n,n+1 =

√
1 +m∗

m∗

√
(κnL)2 + (κn+1L)2.

En résumé, l’instabilité se déclenche à U∗
c1 donné par l’équation (1.11), pour un régime

de déformées caractérisé par κ1, puis une transition a lieu à U∗
1,2 exprimée ci-dessus pour un

régime κ2, et ainsi de suite. Notons que ce n’est pas exactement ce qui est observé pendant
les expériences de la Section 1.1.6 : le premier régime instable observé est généralement du
type κ2 ou κ3 (avec un ou deux nœuds), et non κ1. En particulier, cela montre les limites d’un
raisonnement de type ondulatoire, qui ne reproduit pas correctement la courbure du premier
mode de poutre (stable) associé à κ1.

Diagramme de phase analytique

Afin de résumer l’ensemble des scénarios précédents, deux diagrammes de phase de bilan
sont représentés sur la Figure 1.24, en faisant le calcul de l’équation (1.12) sur les 30 premiers
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modes propres et en tenant compte du taux de croissance le plus fort via l’équation (1.13). Le
diagramme de gauche représente la pulsation réduite des oscillations du drapeau ω∗ = ωL/U
en échelle de couleur, et le diagramme de droite représente le taux de croissance réduit de
l’instabilité σ∗ = σL/U . Par définition, la pulsation complexe réduite s’écrit ω∗ = ω∗ − iσ∗ et
est donc caractérisée par les deux diagrammes de phase.

Figure 1.24 – Diagrammes de phase analytiques obtenus via l’équation (1.12) et l’équa-
tion (1.13). a : Pulsation réduite des oscillations du drapeau ω∗ = ωL/U . b : Taux de
croissance réduit de l’instabilité σ∗ = σL/U .

Nous voyons sur la Figure 1.24a que les régimes de flottement prédits (κ1L, κ2L, ...) sont
discontinus en termes de pulsation réduite ω∗. Pour autant, cela est en accord avec les sauts
de fréquences observés expérimentalement (Section 1.1.6 ; voir aussi l’observation originelle
des sauts de fréquences par Peters, 1940, p21). Le taux de croissance réduit σ∗ augmente
quant à lui continûment et fortement avec U∗ (Figure 1.24b).

Ce modèle “naïf” extrait de la relation de dispersion nous permet de comprendre les phé-
nomènes en compétition, mais reste trop élémentaire pour rendre compte des rebroussements
de la vitesse de vent critique (Figure 1.7, Section 1.1.4). Pour pouvoir conclure, nous devons
estimer de manière numérique (sans pouvoir revenir à une formulation analytique) les solutions
instables de l’équation (1.8).

1.3.3 Solution numérique

Nous repartons de l’équation (1.8) d’un drapeau élancé, couplé avec l’écoulement qui
l’entoure :

EI
∂4y

∂x4
+ms

∂2y

∂t2
= −ma (

∂

∂t
+U

∂

∂x
)

2

y.

Discrétisation de Galerkin

Nous effectuons le changement de variables x∗ = x/L, y∗ = y/A et t∗ = tU/L. Cela
fait apparaître la vitesse de vent adimensionnée U∗ = UL

√
ms/(EI) et la masse ajoutée

adimensionnée m∗ =ma/ms :

1

U∗2

∂4y∗

∂x∗4
+
∂2y∗

∂t∗2
= −m∗ (

∂

∂t∗
+

∂

∂x∗
)

2

y∗. (1.14)
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Plutôt que d’imposer comme précédemment une forme de solution de type onde y∗(x∗, t∗) =
e−iκx

∗+iωt∗ , nous cherchons la solution sous une forme spatiale quelconque y∗(x∗, t∗) = Y (x∗)eiωt
∗

et avec des conditions aux limites de type encastré-libre. Nous discrétisons l’équation (1.14)
par la méthode de Galerkin, détaillée dans l’Annexe B : la déformée spatiale du drapeau est pro-
jetée sur les modes de poutre encastrée-libre. Nous sommes partis des travaux d’Olivier Doaré
qui a mis en place un algorithme de calcul de marge de stabilité linéaire dans le contexte
de l’instabilité d’un tuyau avec écoulement interne (Doaré, 2001). Cécile Lemaitre a adapté
cet algorithme au cadre de l’instabilité d’un drapeau suspendu verticalement et tendu par son
propre poids (Lemaitre et al., 2005).

Diagramme de phase numérique

Afin d’obtenir une convergence satisfaisante sur la plage de paramètres m∗ = 10−1 −101 et
U∗ = 100−102, l’équation (1.14) est discrétisée sur les 50 premiers modes de poutre encastrée-
libre avec une résolution 1000 × 500 points (voir Annexe B). D’un point de vue pratique, le
temps de calcul est approximativement augmenté d’un facteur 100 vis-à-vis du calcul analytique
vu à la Section 1.3.2. Le diagramme de phase numérique de la pulsation réduite ω∗ = ωL/U
et du taux de croissance réduit σ∗ = σL/U sont reportés sur la Figure 1.25.

Figure 1.25 – Diagrammes de phase numériques obtenues via l’équation (1.14) discrétisée
par la méthode de Galerkin (Annexe B). a : Pulsation réduite des oscillations du drapeau
ω∗ = ωL/U . Les valeurs obtenus sont très proches de celles calculées analytiquement sur la
Figure 1.24a (sauf pour l’emplacement du seuil). b : Taux de croissance réduit de l’instabilité
σ∗ = σL/U .

La différence remarquable avec le calcul analytique (simplifié) de la Section 1.3.2 (Fi-
gure 1.24) est que la vitesse critique U∗

c présente ici des rebroussements en fonction de m∗.
Ce résultat est en accord avec les expériences. Numériquement, le terme de Coriolis est à
l’origine des rebroussements car il rend possible l’interaction entre les modes. En dehors du
seuil de stabilité, les valeurs et l’évolution de ω∗ sont parfaitement similaires au diagramme
analytique naïf de la Figure 1.24a. Plus précisément, l’instabilité a lieu à une vitesse critique
plus importante que celle estimée par la Figure 1.24b, et de manière générale σ∗ est significa-
tivement réduit par la prise en compte rigoureuse des conditions aux limites et de l’interaction
entre modes. Ce modèle numérique sera confronté aux expériences dans la Section 1.4.
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Origine des rebroussements de vitesse critique

Afin d’observer en détail la mise en place de l’instabilité et du rebroussement à m∗ ≃ 0.42
(Figure 1.25b), nous traçons sur la Figure 1.26 l’évolution de la pulsation complexe dans un
diagramme d’Argand pour m∗ = 0.35 et pour m∗ = 0.49, avec U∗ variant entre 0 et 17. Une
singularité mathématique de ω∗ = ωL/U lorsque U∗ → 0 mène à des artefacts numériques : cela
est résolu en considérant ω∗U∗ plutôt que ω∗. En particulier, nous montrons facilement que
ω∗U∗ → (κnL)2/

√
1 +m∗ lorsque U∗ → 0, pour chaque projection de Galerkin. Cela permet

de relier continûment chaque branche de stabilité à un mode propre sans vent (Figure 1.26).
Lorsque la vitesse du vent augmente, les différents modes se superposent pour former des
structures spatio-temporelles éventuellement instables.

Figure 1.26 – Diagrammes d’Argand numériques et interactions entre modes menant aux
rebroussements de vitesse critique. a : Cas de m∗ = 0.35 qui précède le lieu du rebroussement
de vitesse critique (à m∗ ≃ 0.42). Nous voyons que la branche instable est continûment reliée
à κ2L. b : Cas dem∗ = 0.49 qui suit le lieu du rebroussement de vitesse critique. Là encore, la
branche instable est continûment reliée à κ2L, mais l’interaction avec κ3L est forte et retarde
l’instabilité. Lorsque m∗ augmente, les branches de stabilité se rapprochent et interagissent
davantage. Seuls les modes de plus basses fréquences sont représentés pour faciliter la lecture.
L’échelle de couleur (de vert à violet) correspond à U∗ variant de 0 à 17.

Sur la Figure 1.26a pour m∗ = 0.35, nous voyons que la branche instable peut être reliée
continûment au second mode propre d’une poutre encastrée-libre lorsque U∗ tend vers 0. Nous
trouvons l’existence d’une vitesse critique U∗

c = 10.9 lorsque la branche devient instable (i.e.
σ∗ > 0). D’après la Figure 1.26, cela se produit lorsque les pulsations ω∗ des branches issues du
second et du troisième mode de poutre coalescent (chacune de ces branches définit l’évolution
d’un mode couplé). Sur la Figure 1.26b pour m∗ = 0.49, nous pourrions nous attendre à ce
qu’un autre mode de poutre soit à l’origine de l’instabilité, puisque nous “sommes passés” de
l’autre coté du premier rebroussement de vitesse critique (Figure 1.25). Pourtant, le second
mode de poutre joue toujours le rôle de point de départ, mais est très influencé par le mode
suivant qui retarde fortement l’instabilité. Cela suggère un fort changement de composition du
mode instable par les modes de poutre (voir aussi Doaré, 2001, dans le contexte de l’instabilité
des tuyaux avec écoulement interne). Cette favorisation des interactions à haut m∗ vient du
fait que lorsque m∗ augmente, la distance entre les branches de stabilité diminue comme
1/

√
1 +m∗. Notons toutefois que lorsque m∗ est suffisamment grand, nous obtenons des

branches instables issues de modes propres d’ordre supérieur.



39

L’absence de saturation d’amplitude

Puisque ce modèle est linéaire par nature, il ne permet pas d’expliquer la saturation d’am-
plitude de flottement. À cette fin, des modèles non-linéaires ont été mis en place, comme
par exemple Connell & Yue (2007) ; Alben & Shelley (2008) ; Michelin et al. (2008). À la
Section 1.4, nous verrons que malgré cette simplicité, les déformées numériques non saturées
sont parfaitement représentatives des déformées expérimentales saturées (par un processus
non-linéaire non modélisé ici), ce qui est tout à fait remarquable.

1.3.4 Proposition d’un modèle tridimensionnel élémentaire

En pratique, les drapeaux utilisés au cours des expériences en soufflerie ne sont ni trapus, ni
élancés, mais dans une situation de rapport d’aspect intermédiaire. Les deux types de masses
ajoutées mises en évidence à la Section 1.2.3 jouent donc un rôle. Précisément, les expériences
précédentes balayent la plage de paramètre 0.2 ≤ κH ≤ 8. Par conséquent, comme discuté
rigoureusement par Eloy et al. (2007), il serait impropre d’appliquer un modèle unique (soit
de drapeau trapu valable seulement pour κH ≫ 1, soit de drapeau élancé valable seulement
pour κH ≪ 1).

Pour illustrer le besoin de prendre en compte les deux modèles, rappelons la transition de
phase observée expérimentalement par augmentation de L au seuil de l’instabilité (Figure 1.7,
Section 1.1.4). Une telle expérience est réalisée avec κH ≃ 5, relevant a priori du modèle
de drapeau élancé. Pourtant, le paramètre de contrôle géométrique du modèle de drapeau
élancé noté m∗ = π/4ρaH/(ρsd) est indépendant de L, donc la transition de phase serait
théoriquement impossible.

Définition de la masse ajoutée effective

En partant du modèle de drapeau élancé précédent, nous pouvons nous raccorder au modèle
de drapeau trapu en corrigeant la masse ajoutée au premier ordre. Tout en conservant des
expressions analytiques, nous interpolons les deux formulations de masses ajoutées obtenues
en Section 1.2.3 : la masse ajoutée effective me combine ainsi l’effet de la masse ajoutée
transversale et longitudinale :

1

me

=
1

ma

+
∣κ∣

2ρaH
, (1.15)

où ma = πρaH2/4. Nous retrouvons respectivement les masses ajoutées typiques des drapeaux
élancés et trapus lorsque κH ≪ 1 et κH ≫ 1. Une correction de masse ajoutée est obtenue
de manière analogue par Gibert (1988) ainsi que dans le cadre des mesures expérimentales de
masses ajoutées 10 de plaques de plomb rectangulaires par Yu (1945).

À la Section 1.3.3, nous avons vu que le plus petit nombre d’onde de l’instabilité de
flottement est κ2, associé à une vitesse critique :

U∗
c2 =

√
1 +m∗

m∗
κ2L,

où m∗ =ma/ms. En comparant cette formule à la vitesse de vent critique déterminée numéri-
quement après discrétisation de Galerkin, une erreur d’au plus 30% seulement est trouvée sur 3
décades (Figure 1.27a). Par conséquent, la correction de masse ajoutée au seuil du flottement
est réalisée avec κ = κ2.

10. De telles mesures sont basées sur la diminution de la fréquence naturelle d’oscillation en passant de l’air
à l’eau.
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Figure 1.27 – Vers un modèle tridimensionnel. a : Le calcul approché Uc ≃ U∗
c2 de la Sec-

tion 1.3.1 est comparé à la solution numérique de la Section 1.3.3. Le nombre d’onde κ2
décrit bien l’ordre de grandeur du seuil de l’instabilité. b : La courbe en pointillés est tirée du
calcul numérique tridimensionnel d’Eloy et al. (2012) pour H∗ = 0.5 et sans termes visqueux.
Comparaison avec la résolution numérique de la Section 1.3.3 en fonction de m∗

e =me/ms.

Parallèle avec le modèle d’Eloy et al. (2012)

À partir de l’équation (1.15), nous corrigeons la masse ajoutée avec la contribution longi-
tudinale de κ = κ2 :

me =
1

1 + π
8 ∣κ2L∣
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
=1.84

H∗
ma. (1.16)

Le modèle tridimensionnel associé revient simplement à utiliser la masse ajoutée effective
me au lieu de ma comme pour un modèle de drapeau élancé. Sur la Figure 1.27b, ce modèle
est comparé au modèle (tridimensionnel) d’Eloy et al. (2012) résolu pour H∗ = 0.5 (c’est-
à-dire pour un drapeau ni trapu, ni élancé) et sans termes visqueux. La position du premier
rebroussement de vitesse critique est identique dans les deux cas, et la tendance des courbes est
similaire, ce qui est très satisfaisant au vu de la simplicité du modèle construit précédemment.

La masse ajoutée adimensionnée m∗
e =me/ms et la vitesse adimensionnée U∗ permettent

donc raisonnablement d’envisager des changements d’échelle par similitude tant que 10−2 ≤
m∗
e ≤ 101. Dans la section suivante, nous mettons ce modèle à l’épreuve sur les données

obtenues en soufflerie pour différentes longueurs, épaisseurs, largeurs et matériaux de drapeaux.
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1.4 Comparaison modèle-expériences

Les prédictions du modèle numérique tridimensionnel sont confrontées aux expériences en
trois temps. Tout d’abord, les lois puissances expérimentales sont comparées à celles obtenues
analytiquement via l’approximation U∗

c ≃ U
∗
c2 (Section 1.3.2). Ensuite, le modèle tridimension-

nel de la Section 1.3.4 est résolu numériquement par décomposition de Galerkin : d’abord pour
calculer la vitesse de vent critique c’est-à-dire pour caractériser le seuil de l’instabilité, puis
pour des vitesses de vent supérieures.

“We are apt to think of mathematical definitions as too strict and rigid for common
use, but their rigour is combined with all but endless freedom. [...] as for instance
when we learn that, however we hold our chain, or however we fire our bullet, the
contour of the one or the path of the other is always mathematically homologous.”
(D’Arcy Wentworth Thompson, 1942)

Remarque préliminaire sur l’origine des lois puissances expérimentales

Au cours de la Section 1.1, nous avons observé que la vitesse critique de flottement suivait
une loi du type Uc ∼ Lνdν

′ , avec des exposants ν et ν′ très dispersés selon l’épaisseur du
matériau (voir la Section 1.1.5).

Les données expérimentales mènent à
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

ν ∈ [−1.7,−0.9] exposant de la longueur L,
ν′ ∈ [+1.2,+1.3] exposant de l’épaisseur d.

Dans le cas de l’exposant ν (sur la longueur des drapeaux), des estimations peuvent aussi
être extraites des travaux de Huang (1995) ; Yamaguchi et al. (2000a,b) ; Watanabe et al.
(2002a,b) qui indiquent −1.5 ≤ ν ≤ −1.0.

À la Section 1.3.4 nous avons rappelé l’approximation analytique U∗
c ≃ U

∗
c2. Cette dernière

peut s’écrire en termes de masse ajoutée effective via l’équation (1.16) :

Uc ≃ 1.35

√
E

ρs

d

L

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 +

1/m∗e
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¯
H∗

)
4

π

ρsd

ρaH
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

1
2

.

Les cas limites théoriques mènent à
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

ν ∈ [−3/2,−1] maximal pour m∗ ≫ 1,
ν′ ∈ [+1,+3/2] maximal pour m∗ ≪ 1.

Les exposants théoriques sont très proches de ceux trouvés expérimentalement 11. Plus
encore, nous pouvons discuter de l’effet des propriétés fluides sur le seuil de l’instabilité. Nous
voyons que la masse volumique du fluide ρa a peu d’effets lorsque m∗ ≫ 1. Cependant, lorsque
m∗ ≪ 1 (dans le cas où les ρa sont très petits par exemple) la vitesse critique décroît en
fonction de ρa comme Uc ∼ 1/

√
ρa. Dans ce cas, plus le fluide est dense, plus le drapeau est

instable. Ces tendances sont en accord avec Shelley et al. (2005) ; Argentina & Mahadevan
(2005).

11. Le même calcul est facilement réalisable pour la fréquence critique fc ≃ fc2 (Section 1.3.2). Les exposants
théoriques et expérimentaux se trouvent être également compatibles.
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1.4.1 Le flottement au seuil de l’instabilité

Dans ce qui suit, la résolution numérique de l’équation (1.8) est réalisé via la décomposition
de Galerkin (Section 1.3.3 et Annexe C). La masse ajoutée effectiveme est utilisée pour prendre
en compte l’écoulement tridimensionnel autour du drapeau (Section 1.3.4).

Vitesses et fréquences critiques

Sur la Figure 1.28a, l’ensemble des vitesses critiques obtenues expérimentalement (à la
Section 1.1) sont reportées. Elles sont correctement prédites par le modèle numérique, quelle
que soit l’épaisseur, la largeur, la longueur ou le matériau du drapeau. Le premier rebroussement
de vitesse critique est obtenu expérimentalement pour m∗

e ≃ 0.37. Il est légèrement surestimé
avec le modèle qui prévoit m∗

e ≃ 0.42 (erreur d’environ 10 %).

Figure 1.28 – Prédictions au seuil de l’instabilité. a : Vitesse de vent critique adimensionnée
en fonction de la masse ajoutée adimensionnée (approximation tridimensionnelle). L’échelle
est logarithmique. b : Fréquence réduite critique f∗c = fcL/Uc en fonction de la masse ajoutée
adimensionnée (approximation tridimensionnelle). L’échelle est semi-logarithmique.

Sur la Figure 1.28b nous reportons les fréquences critiques (réduites) obtenues expérimen-
talement. Bien qu’elles soient sous-estimées par le modèle numérique, le rebroussement de
fréquence critique est bien suivi (carrés vides).

La bonne prévision des déformées

Afin de préciser la dynamique du drapeau, les déformées numériques et expérimentales
sont comparées. Pour rappel, les déformées numériques sont non saturées et donc définies à
un coefficient multiplicatif près. Sur la Figure 1.29a-d, nous reportons les déformées numé-
riques évaluées à la vitesse critique expérimentale, pour m∗

e variant entre 0.21 et 0.47. Les
superpositions des déformées expérimentales pour les mêmes couples (m∗

e ,U∗) sont reportées
en bas sur la Figure 1.29e-h (cas de la Section 1.1.4).

Il est notable que les déformées numériques sont en bon accord avec les déformées expéri-
mentales, en particulier lors de la traversée du rebroussement de vitesse critique et au passage
d’un nœud de vibration à deux. Aussi, il est remarquable que les déformées trouvées expéri-
mentalement, naturellement saturées en amplitude, soient en bon accord avec les déformées
numériques d’amplitudes exponentiellement croissantes non limitées.
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Figure 1.29 – Évolution de la superposition des déformées. Les nœuds sont indiqués par
les flèches. a-d : Prédictions du modèle numérique, l’amplitude est définie à un coefficient
multiplicatif près. e-h : Résultats expérimentaux de la Section 1.1.4.

1.4.2 Le flottement au-delà du seuil de l’instabilité

Évolution de la fréquence réduite

Afin d’analyser le comportement du modèle au-delà du seuil de l’instabilité, l’évolution
numérique et expérimentale de f∗ est comparée pour U∗ croissant. Nous nous plaçons à
m∗
e = 0.33 fixé, c’est-à-dire dans la situation de Drapeau 1 (Section 1.1.6).

Figure 1.30 – Évolution de la fréquence réduite avec la vitesse du vent adimensionnée. Le
seuil d’instabilité est correctement prédit, la fréquence critique est cependant sous-estimée.
L’augmentation de la fréquence par paliers est bien décrite par le modèle numérique. L’échelle
est semi-logarithmique.

Les fréquences réduites critiques sont reportées sur la Figure 1.30. Le modèle reproduit
bien les tendances fondamentales observées expérimentalement, c’est-à-dire les plateaux de fré-
quence réduite et les transitions. Néanmoins, les fréquences de flottement sont sous-estimées.

La bonne prévision des déformées

L’évolution des déformées expérimentales et numériques avec la vitesse de vent adimension-
née U∗ est reportée sur la Figure 1.31, pour m∗

e = 0.33 fixe (cas de Drapeau 1, Section 1.1.6).
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Figure 1.31 – Évolution de la superposition des déformées. Les nœuds sont indiqués par les
flèches. a-d : Prédictions du modèle numérique, l’amplitude étant définie à un coefficient
multiplicatif près. e-h : Résultats expérimentaux de la Section 1.1.6.

Le modèle numérique est raisonnable sur la gamme de vitesse critique U∗ = 0 − 20, avant
l’apparition d’un régime chaotique (Figure 1.31h). Numériquement, l’augmentation du nombre
de nœuds se fait de manière continue, sans transitions brutales et le nombre de nœuds est
en accord avec les expériences. Il n’est pas surprenant que le régime chaotique, de nature
non-linéaire, soit mal décrit par cette analyse de stabilité linéaire. L’Annexe E est dédiée à
l’étude du régime chaotique.

1.4.3 Discussion de deux hypothèses fortes

Les effets visqueux sont négligés

Lors du calcul de la masse ajoutée à la Section 1.2.3, nous avons fait l’hypothèse d’un
écoulement de fluide parfait autour du drapeau. A posteriori, comme la comparaison modèle-
expériences est satisfaisante, il semble que le flottement soit effectivement un mécanisme de
fluide parfait. En particulier, les séparations d’écoulement ont vraisemblablement un moindre
rôle (Figure 1.32) et le caractère éventuellement instationnaire du vent n’est pas déterminant.

Figure 1.32 – Visualisation des décollements autour d’un drapeau forcé à osciller dans l’eau
(adapté de Peters, 1940).

En 1940, Peters a réalisé des visualisations d’écoulement autour d’un drapeau forcé à osciller
dans l’eau. Nous en reportons une partie sur la Figure 1.32. Ces visualisations indiquent des
décollements de couche limite en aval de chaque courbure du drapeau. Cependant, les récentes
expériences de suivi de gouttelettes d’huile autour d’un drapeau, menées en soufflerie par
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Gibbs et al. (2014), suggèrent plutôt que l’écoulement d’air reste globalement attaché dans
des conditions expérimentales similaires aux nôtres.

De même, nous n’avons pas tenu compte de l’effet du sillage derrière le drapeau (voir par
exemple les visualisations de sillage réalisées par Zhang et al. (2000) dans des films de savon).

La tension est négligée

Dans le cas extrême d’un drapeau suspendu et tendu par son propre poids, avec un écou-
lement d’air vertical, Lemaitre et al. (2005) ont montré que la tension est à l’origine d’une
saturation de la vitesse critique de flottement pour les longs drapeaux. Dans notre situation,
les drapeaux choisis ne sont pas déversés au repos, ce qui signifie que les effets de la gravité
sont négligeables devant les effets élastiques. Néanmoins, d’autres sources de tension appa-
raissent à vitesse de vent non nulle, à commencer par la friction visqueuse. Nous aurons une
évaluation de la tension à l’encastrement au Chapitre 2, à travers l’effort de traînée appliqué
au mât du drapeau. Le ratio des efforts de tension T sur les efforts élastiques est de l’ordre
de TL2/EI et une évaluation expérimentale de son ordre de grandeur donne environ 0.5 au
seuil de l’instabilité. L’effet de la tension constitue donc une piste d’amélioration importante
du modèle.

1.4.4 Et le marque-page ?

Au début de ce chapitre, nous essayions de faire flotter un marque page en soufflant dessus :
revenons sur ce cas d’application pratique afin de consolider les idées. Le souffle nécessaire est
puissant et constant. Une feuille de papier d’imprimante classique (80 g/m2) a une épaisseur
de l’ordre de d ≃ 100 µm. Disons qu’un marque page classique a une largeur H = 40 mm et
une longueur L = 100 mm, nous obtenons :

m∗
e =

1

1 + 1.84HL

π

4

ρaH

ρsd
≃ 0.26.

Le calcul numérique de la Section 1.3.3 prédit une vitesse critique U∗
c ≃ 11, tandis que

l’approximation analytique de la Section 1.3, qui s’écrit U∗
c ≃

√
1 + 1/m∗

e ∣κ2L∣, la sous-estime
de 7 % seulement. Nous avons au final :

Uc = U
∗
c

√
E

12ρs

d

L
≃ 14 m/s.

Cette vitesse d’expulsion d’air est de l’ordre de celle obtenue après une très forte expiration
(∼ 20 m/s à 3 cm de la bouche ; reportée par Hertel, 1966, p70). Cela explique qu’il soit
relativement difficile de faire flotter ce marque-page simplement en soufflant dessus.
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Chapitre 2

Les efforts générés par un drapeau
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Contenu Dans ce chapitre, nous mesurons et caractérisons les efforts fluctuants générés
sur le mât d’un drapeau qui flotte. En particulier, le moment de rotation autour du mât est
analysé en vue de préparer l’étude du couplage drapeau-mât du Chapitre 3, dans le contexte
plus général de la récupération d’énergie.
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2.1 Enjeux

Dans les années 30, la conception de banderoles publicitaires tractées par avion, situation
illustrée sur la Figure 2.1a, amena Fairthorne à étudier la traînée qu’une banderole produit
en flottant (Fairthorne, 1930). Grâce à des expériences en soufflerie, il mesure les coefficients
de traînée de drapeaux en différents tissus, et il propose une formule empirique que nous
rappellerons. Ce travail précurseur apporte la conclusion intéressante que plus le drapeau est
long, plus sa traînée est petite (à vitesse de vent fixée), ce qui laisse présager des mécanismes
de génération de traînée peu intuitifs. Hoerner (1955) diffusa les données de Fairthorne 1, en
insistant sur le fait qu’un drapeau flottant génère une traînée 10 fois plus importante que la
seule traînée de friction visqueuse. Taneda (1968) confirma cette tendance avec de nouvelles
expériences sur une grande gamme de matériaux.

Figure 2.1 – La traînée générée par le flottement peut être un inconvénient comme (a) dans
le cas des banderoles publicitaires tractées par avion ou bien un avantage comme (b) pour
la conception de parachute élémentaires.

En termes d’applications, ces travaux fondamentaux ont accompagné la conception de dé-
célérateurs innovants basés sur la traînée induite par flottement (Lokerson, 1968), jouant le rôle
de parachutes (situation illustrée sur la Figure 2.1b). De manière similaire, les observations des
marins luttant contre le flottement de voiles (le ”faseillement”) suggéra d’utiliser des drapeaux
pour améliorer le freinage des véhicules (Bourrières, 1969). Les drapeaux ont également été
étudiés pour stabiliser la rotation de projectiles (Fancett & Clayden, 1972 ; Auman & Wilks,
2005). Les efforts fluctuants sont également à l’origine de déchirements du papier induit par
flottement dans les imprimeries (Watanabe et al., 2002a,b) et sont dimensionnants pour la
résistance des mâts de drapeaux (Eurocode, 2005 ; American National Standard, 2007 ; New
Zealand Standard, 2011).

“Nature does not tell us what kind of a problem it is - a physics problem, a
biology problem, an engineering problem, an important problem, an unim-
portant problem... Nature couldn’t care less.” (Mahadevan & Shaw, 2008)

En raison de ces applications variées, de nombreuses mesures de coefficients de traînée de
drapeaux flottants furent réalisées ces dernières années (Carruthers & Filippone, 2005 ; Wilk
& Skuta, 2009 ; Morris-Thomas & Steen, 2009), en se focalisant sur la traînée moyennée sur
des temps longs devant la période du flottement. Un modèle simple a été proposé par Moretti
(2003), qui s’est appuyé sur les travaux originaux de Thoma (1939a,b) pour estimer la tension
le long du drapeau. Ce modèle est confirmé par des expériences avec des drapeaux ”lourds”
(m∗ ≪ 1) en soufflerie (Martin, 2006). Par ailleurs, la traînée de drapeau a été récemment

1. Prendre garde à la présence d’erreurs de retranscription dans Hoerner (1955), p3.25.
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revisitée par les expériences de Ristroph & Zhang (2008) qui portent sur les drapeaux en
tandem : le drapeau en amont subit moins de traînée que celui en aval, c’est-à-dire l’opposé
de l’aspiration classiquement utilisée en sport de vitesse (voir aussi les travaux de modélisation
par Alben, 2009 ; Zhu, 2009 ; Kim et al., 2010).

L’utilisation des coefficients de traînée moyennés en temps cachent la nature profonde
de la force de traînée qui varie au cours du temps, et qui peut ne pas être périodique. Par
exemple, des épisodes de claquements du drapeau (accélérations violentes et irrégulières) ont
été observés puis prédits au-dessus de la vitesse de vent seuil de l’instabilité de flottement (voir
Connell & Yue, 2009 ; Alben & Shelley, 2008 ; Michelin et al., 2008).

Dans la littérature existante, il n’existe pourtant pas, à notre connaissance, d’étude ex-
périmentale des efforts instantanés (par opposition aux moyennes temporelles) qu’un drapeau
génère en flottant. C’est aussi l’objectif de ce chapitre. En particulier, nous souhaitons carac-
tériser le moment fluctuant qu’un drapeau génère autour de son mât. Cela servira de base
au Chapitre 3 qui portera sur le couplage mât-drapeau avec comme perspective principale la
récupération d’énergie du vent. Au vu des nombreuses applications citées auparavant et des dif-
ficultés de traiter numériquement le problème non-linéaire couplé, des données expérimentales
sont grandement nécessaires.
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2.2 Mesure des fluctuations de traînée et de moment

Dans cette section, nous caractérisons les efforts générés sur la mât d’un drapeau qui flotte.
La Section 2.2 est associée à l’article : Virot E., Amandolese X., Hémon P., 2013, Fluttering
flags : an experimental study of fluid forces. Journal of Fluids and Structures 43 : 385–401.

2.2.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental du Chapitre 1 est légèrement modifié : le mât du drapeau est
connecté à une balance aérodynamique (Figure 2.2a), que nous avons spécifiquement conçue
pour mesurer les fluctuations de la force de traînée D(t) et du moment de rotation M(t)
autour du mât (Figure 2.2b,c).

Figure 2.2 – Dispositif expérimental. a : Le drapeau et son mât sont reliés à une balance
aérodynamique destinée à mesurer les fluctuations de la traînée D(t) et du moment M(t).
b : Vue de dessus de la soufflerie et définition du moment M(t). c : Vue de côté de la
soufflerie et définition de la force de traînée D(t).

Le matériel utilisé

Le dimensionnement et l’étalonnage de la balance aérodynamique sont détaillés dans l’An-
nexe C. Les capteurs de force de cette balance sont connectés à un système d’acquisition PAK
(Müller-BBM) qui réalisent 1024 acquisitions par seconde. La durée d’acquisition des signaux
de force est de 14 s : pour un drapeau flottant à 10 Hz, cette durée d’acquisition prend en
compte 140 périodes. Concernant l’analyse fréquentielle, le bruit des signaux de forces est ré-
duit en traitant indépendemment 6 ”blocs” temporels de 4 s (avec un recouvrement de 50 %) :
la résolution en fréquence après ce traitement est de 0.25 Hz. Notons que les capteurs de force
utilisés (Kistler 9721B5) mesurent avec précision les fluctuations de force, mais ils ne mesurent
pas la valeur moyenne (le traitement des données est explicité dans l’Annexe C). Des combi-
naisons linéaires des signaux de force fournis par les 4 capteurs sont utilisées pour reconstruire
la composante instationnaire de la traînée D(t)− < D(t) > et du moment M(t)− <M(t) >,
où < ... > signifie ”moyenné en temps”. Nous pouvons considérer que < M(t) > est nul en
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pratique car le flottement est symétrique ”gauche-droite”. L’information caractéristique de la
composante instationnaire de la traînée et du moment est respectivement :

σD =
√
<D(t)2 > − <D(t) >2, σM =

√
<M(t)2 > − <M(t) >2,

c’est-à-dire l’écart-type de D(t) et de M(t).

Précautions nécessaires

Les drapeaux choisis sont en papier 120 g/m2 (i.e. d’épaisseur d = 150 µm, voir Annexe A).
Ils sont découpés dans la direction 29.7 cm d’une feuille A4, qui est la direction principale des
fibres (c’est le ”sens machine” dans le jargon des papetiers). La largeur des drapeaux est fixée
à H = 100 mm, et ce que nous faisons varier lors des expériences est soit (1) la longueur des
drapeaux ou (2) la vitesse du vent.

La première fréquence propre de la balance aérodynamique est de l’ordre de 90 Hz tandis
que les drapeaux choisis ont des fréquences de flottement d’au plus 60 Hz dans la gamme
de vitesse de vent de la soufflerie (de 3 à 18 m/s). L’écart entre ces deux fréquences de
montage permet d’éviter les interactions entre le système de mesure et le drapeau (voir aussi
l’Annexe C).

Les vibrations induites par les détachements tourbillonnaires au niveau du mât peuvent être
une autre source d’artefact. Le drapeau jouant cependant le rôle d’une plaque séparatrice qui
tue le lâcher tourbillonnaire (Shukla et al., 2009), ce phénomène n’est à prendre en compte
que sur la partie nue du mât (sans drapeau). Le mât étant de section rectangulaire 4 mm ×

10 mm, le détachement tourbillonnaire y est caractérisé par un nombre de Strouhal St = fe/U
proche de 0.1 (Hémon, 2006, p82), où e est l’épaisseur du mât (e = 4 mm). Le détachement
tourbillonnaire est donc généré à plus de 200 Hz dans notre gamme de vitesse de vent, c’est-
à-dire bien au-delà des fréquences de flottement des drapeaux choisis (≤ 60 Hz). En pratique,
le mouvement observé du drapeau en soufflerie est dominé par la fréquence de flottement et
les signaux temporels sont filtrés au-dessus de 60 Hz.

Méthode générale

Illustrons la méthode de mesure par un exemple concret. Un drapeau de longueur L =

140 mm est placé en soufflerie avec un vent de vitesse U = 8.6 m/s. Le reconstruction de
la composante instationnaire de la traînée et du moment est présentée sur la Figure 2.3a,b.
Nous remarquons tout d’abord que les deux signaux sont quasi-périodiques et que la période
de moment est plus grande que celle de la traînée.

Afin d’étudier plus précisément ces signaux, nous en faisons l’analyse fréquentielle en calcu-
lant les densités spectrales de puissance d.s.p ≃ ∣F.F.T.∣2/T , où F.F.T. désigne la transformée
de Fourier (Fast Fourier Transform) et où T est la durée du signal. Les densités spectrales
des signaux de traînée et de moment sont reportées sur la Figure 2.3c,d. Nous voyons claire-
ment que la fréquence dominante de la traînée (≃ 38 Hz) est le double de celle du moment
(≃ 19 Hz). Cela signifie que, sans surprise, un battement vers la gauche ou bien vers la droite
a le même effet sur la traînée. Les écarts-types des signaux temporels complets sont respecti-
vement σD ≃ 18 mN et σM ≃ 1.2 mN.m. Notons que la racine carrée de l’intégrale des densités
spectrales de puissance sur le domaine fréquentiel donne la même valeur d’écart-type, comme
cela est prédit par l’identité de Parseval.
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Figure 2.3 – Illustration de la méthode de mesure via un exemple concret. Le drapeau est en
papier 120 g/m2, de longueur L = 140 mm et de largeur H = 100 mm. La vitesse du vent
en soufflerie est U = 8.6 m/s. a : Composante instationnaire de la traînée D(t) reconstruit
sur 200 ms, caractérisée par son écart-type σD. Encart : Le signal complet de 14 s. b :
Composante instationnaire du moment M(t) reconstruit sur 200 ms, caractérisée par son
écart-type σM . Encart : Le signal complet de 14 s. c,d : Densités spectrales de puissance
respectives des signaux de 14 s, en échelle semi-logarithmique. Les flèches et les droites en
pointillés indiquent les fréquences dominantes.

2.2.2 La forte influence de la longueur du drapeau

La taille du drapeau est variée en coupant un drapeau de longueur initiale L = 290 mm
jusqu’à L = 70 mm, par incréments de 10 mm. Le drapeau n’est pas renouvelé entre chaque
mesure afin de réduire l’incertitude due aux défauts de planéité à l’encastrement (comme
discuté à la Section 1.1.3).

Les efforts générés au seuil de l’instabilité

La traînée et le moment sont mesurés le long du seuil de l’instabilité. Plus précisément,
nous collectons les efforts générés pour Uc = U−

c qui est la plus petite vitesse en dessous de
laquelle le drapeau est stable (notations de la Section 1.1.3).

L’évolution des efforts avec la longueur L de chaque drapeau est reportée sur la Figure 2.4.
Une forte discontinuité est observée à L ≃ 150 mm, ce qui correspond à la transition entre
un régime de flottement à un nœud (noté ”I”) et un régime à deux nœuds (noté ”II”). Cette
transition a été vue à la Section 1.1.4 pour ces mêmes drapeaux. Nous observons que l’écart-
type de la traînée et du moment décroît avec L dans chaque régime. Plus précisément, dans
le régime (I) et (II), la décroissance moyenne est du type :

σD ∼ L−3.0, σM ∼ L−2.1.

Quel est le lien avec l’amplitude de flottement ?

L’amplitude crête-à-crête du bord de fuite du drapeau est mesurée par camera rapide et
reportée sur la Figure 2.5. L’amplitude est quasiment constante dans chaque régime, avec
2A ≃ 30 mm dans le régime (I) et 2A ≃ 100 mm dans le régime (II). Le fait que les efforts
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Figure 2.4 – Évolution des composantes instationnaires des efforts au seuil de l’instabilité,
caractérisés par les écarts-types σD et σM . a : Cas de la traînée D(t). Les deux courbes en
pointillés correspondent aux meilleurs ajustements par des lois de puissance σD ∼ L−3.0 dans
chaque régime. b : Cas du moment M(t). Les régimes (I) et (II) correspondent respective-
ment à un et à deux nœuds de vibration. Les deux courbes en pointillés correspondent aux
meilleurs ajustements par des lois de puissance σM ∼ L−2.1 dans chaque régime.

diminuent pour les drapeaux longs n’est donc pas corrélé à une diminution de l’amplitude
de flottement. Cependant, nous observons que l’amplitude augmente fortement (×3.3) à la
transition de régime, ce qui est cohérent avec l’accroissement observé de la traînée et du
moment.

Figure 2.5 – Amplitude de flottement crête-à-crête 2A du bord de fuite du drapeau, mesuré
par caméra rapide au seuil de l’instabilité. Les régimes (I) et (II) correspondent respectivement
à un et à deux nœuds de vibration.

Analyse fréquentielle de D(t) et de M(t)

L’évolution des densités spectrales de puissance est présentée sur la Figure 2.6. Dans ce
type de représentation, chaque tranche verticale en échelle de couleur est une densité spectrale
de puissance identique à l’exemple illustratif de la Figure 2.3c,d.

Les densités spectrales de puissance présentent un pic prononcé (la couleur la plus foncée),
ce qui suggère que le flottement est fortement périodique dans cette plage de paramètres.
Cependant, la présence d’harmoniques suggère que le flottement n’est pas parfaitement sy-
métrique au cours des expériences. À la transition de régime, un saut de fréquence est très
clair : cela était prédit par notre analyse élémentaire de la Section 1.3.2, mais également par
les travaux théoriques de Watanabe (2002b).
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Figure 2.6 – Évolution des densités spectrales de puissance au seuil de l’instabilité. a : Cas
de la traînée D(t). b : Cas du moment M(t). L’échelle de couleur des graphiques est
logarithmique. Les régimes (I) et (II) correspondent respectivement à un et à deux nœuds de
vibration.

2.2.3 L’effet du vent sur les efforts

Dans les expériences précédentes, les efforts ont été uniquement mesurés au seuil de l’insta-
bilité. Au-delà de ce seuil, le mouvement du drapeau peut être régulé par de fortes non-linéarités
structurelles et fluides. Comme cela a été récemment souligné par Eloy et al. (2012), la dy-
namique non-linéaire d’un drapeau est encore aujourd’hui obscure. Dans ce contexte, cette
section est dédiée à la mesure des efforts pour des vitesses de vent plus grandes que la vi-
tesse critique. Nous verrons en quoi des informations sur la dynamique non-linéaire du drapeau
peuvent être extraites de la mesure des efforts.

Trois drapeaux sont étudiés ci-dessous. Le premier est choisi pour commencer à flotter
dans le régime (I) avec un nœud et est de longueur L = 140 mm (nommé ”Drapeau 1”). C’est
le drapeau qui a été étudié dans la Section 1.1.6 du Chapitre 1. Ce drapeau a une vitesse
critique relativement faible, ce qui permet d’analyser son flottement sur toute la gamme de
vitesse de vent de la soufflerie (jusqu’à environ 18 m/s). Deux autres drapeaux sont choisis,
cette fois-ci de manière à ce qu’ils commencent à flotter dans le régime (II) avec deux nœuds.
Ils sont de longueur L = 250 mm (nommé ”Drapeau 2”) et L = 286 mm (nommé ”Drapeau 3”).
Ces deux drapeaux ont une vitesse critique relativement faible, et Drapeau 3 est le plus long
drapeau pouvant être étudié dans la soufflerie. Le Tableau 2.1 résume les paramètres de ces
trois drapeaux.

”Drapeau 1” ”Drapeau 2” ”Drapeau 3”
L (mm) 140 250 286

H∗ =H/L 0.71 0.40 0.35

m∗
e 0.33 0.44 0.47

U+
c1 (m/s) 10.1 − −

U+
c2 (m/s) 15.0 9.0 6.4

U+
c3 (m/s) 16.7 11.4 10.1

U+
c4 (m/s) − 12.6 10.9

Tableau 2.1 – Sélection de trois drapeaux pour l’étude de l’évolution des efforts avec la vitesse
de vent.
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Pour chaque drapeau, des essais en soufflerie sont effectués à vitesse de vent croissante,
jusqu’à ce que le drapeau se déchire 2, de la même manière que Watanabe et al. (2002a).
Les écarts-types de la traînée σD et du moment σM sont présentés sur la Figure 2.7. Pour
une vitesse de vent donnée, nous attendons l’établissement d’un régime ”permanent” avant de
commencer la mesure. La vitesse du vent est ensuite augmentée par un incrément d’environ
0.2 m/s pour la mesure suivante.

Figure 2.7 – Évolution des composantes instationnaires de la traînée D(t) et du moment
M(t), caractérisés par leur écart-type, lorsque la vitesse du vent augmente. a,b : Drapeau 1.
c,d : Drapeau 2. e,f : Drapeau 3. Les symboles vides désignent des essais de reproductibilité.
Les régimes (I), (II), (III) et (IV) correspondent respectivement à un, deux, trois et quatre
nœuds de vibration.

Les premières mesures sont effectuées avec Drapeau 1 (Figure 2.7a et Figure 2.7b). Le
flottement débute à U = 10.1 m/s, où nous observons une discontinuité de σD et de σM ,
suivie d’une légère croissance. Il y a une forte augmentation de σM à partir de U = 15 m/s.
Nous observons également une forte augmentation de σD à partir de U = 15 m/s, mais comme
la fréquence de ce signal est proche de la fréquence de coupure que nous nous sommes imposé
par sécurité (60 Hz), ces données impropres sont absentes de la Figure 2.7a. Une expérience
de répétabilité est réalisée avec un nouveau drapeau (cercles vides sur la Figure 2.7a et sur la
Figure 2.7b). Nous pouvons remarquer que la vitesse critique est significativement plus élevée

2. L’Annexe D est dédiée à l’analyse de la rupture des drapeaux.
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lors de ce second essai. L’écart de vitesse critique est attribuable aux défauts d’encastrement,
difficiles à contrôler en pratique et générant de la bistabilité (voir la Section 1.1.3 du Cha-
pitre 1). Néanmoins, des valeurs d’efforts comparables sont obtenues lorsque le drapeau flotte
(Figure 2.7a et Figure 2.7b).

Un second ensemble d’expériences concerne Drapeau 2 (Figure 2.7c et Figure 2.7d). Au-
delà de la vitesse critique à U = 9.0 m/s, nous observons que σD croît avec la vitesse de vent
pour U ≤ 11.4 m/s, puis décroît légèrement. Au-dessus de U = 12 m/s, les données pour σD
sont impropres. Par ailleurs, après une forte discontinuité à U = 9.0 m/s, σM décroît faiblement
pour U ≤ 11.4 m/s, reste constant pour 11.4 ≤ U ≤ 12.6 m/s, puis croît pour U ≥ 12.6 m/s.
Des essais de répétabilité sont réalisés avec deux nouveaux drapeaux (cercles et carrés vides
sur la Figure 2.7c et sur la Figure 2.7d), pour lesquels nous obtenons des évolutions et des
valeurs d’efforts comparables.

Un troisième ensemble d’expériences concerne Drapeau 3 (Figure 2.7e et Figure 2.7f).
Au-delà de la vitesse critique à U = 6.4 m/s, nous observons une faible discontinuité suivie
d’une légère croissance de σD pour U ≤ 8.0 m/s. Ensuite, σD décroît légèrement pour U ≤

10.1 m/s, puis augmente fortement. En parallèle, après un saut à la vitesse critique, σM décroît
légèrement pour U ≤ 10.1 m/s, puis se met à croître. Trois expériences de répétabilité sont
réalisées avec le même drapeau (cercles, carrés et triangles vides sur la Figure 2.7e et sur la
Figure 2.7f), pour lesquelles les évolutions et les valeurs d’effort sont très similaires.

Sans surprise, les composantes instationnaires des efforts sont négligeables lorsque le dra-
peau ne flotte pas, dans le régime nommé ”stable” sur la Figure 2.7, où nous avons σD ≤ 1 mN
et σM ≤ 0.1 mN.m.

Les transitions de régimes de flottement

Il vient d’être vu que les efforts évoluent généralement de manière non monotone avec
la vitesse du vent. Aussi, nous pouvons nous attendre à des modifications de comportement
dynamique lors des transitions de régimes de flottement discutées à la Section 1.1.6 du Cha-
pitre 1. En pratique, détecter ces changements de régimes n’est pas impossible à l’œil nu (en
comptant les “nœuds” de l’enveloppe du flottement) mais délicat à cause de l’aspect ”brouillé”
du mouvement rapide. Nous utilisons préférablement des enregistrements vidéos à la caméra
rapide. Comme nous l’avons discuté au Chapitre 1, il n’est pas complètement surprenant que
les régimes de flottement soient caractérisés par un nombre constant de “nœud”, car ces ré-
gimes correspondent à des projections sur un faible nombre de modes de flexion de poutres
(voir par exemple Howell et al., 2009 ; Huang & Zhang, 2013). Nous définissons les régimes
(I), (II), (III) et (IV) comme étant les régimes à un, deux, trois ou quatre nœuds, tels que
U+
c1, U

+
c2, U

+
c3 et U+

c4 soient les vitesses de vent auxquelles nous observons l’établissement de
ces régimes. Ces données sont reportées sur le Tableau 2.1.

Pour rappel, les superpositions d’images vidéos de la Figure 1.10 (Section 1.1.6, Chapitre 1)
permettent d’apprécier les transitions de régime de Drapeau 1. Lorsque la vitesse du vent croît,
nous avons successivement un régime à un, deux, puis trois nœuds. Le dernier régime avant
déchirement est caractérisé par des ”bouffées chaotiques”. Le drapeau subit des épisodes de
claquement, ce qui sera discuté à la fin de cette section. De même, l’analyse des vidéos de
Drapeau 2 et Drapeau 3 suggère que le régime à deux nœuds est suivi par un régime à trois
puis quatre nœuds.
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Quel est le lien avec l’amplitude de flottement ?

L’évolution de l’amplitude de flottement de Drapeau 1 est reportée sur la Figure 2.8a.
Après que la vitesse de vent critique U = 10.1 m/s soit dépassée, l’amplitude de flottement
atteint une valeur constante 2A ≃ 60 mm. Pour U > 14 m/s, la diminution de l’amplitude de
flottement reflète les modifications d’enveloppe avant l’établissement du régime à deux nœuds.
Dans les régimes suivants, l’amplitude est comprise dans la gamme 2A ≃ 80 − 110 mm.

Figure 2.8 – Amplitude de flottement crête-à-crête 2A du bord de fuite du drapeau, mesuré
par caméra rapide en fonction de la vitesse du vent. a : Drapeau 1. b : Drapeau 2. c :
Drapeau 3. Les régimes (I), (II), (III) et (IV) correspondent respectivement à un, deux, trois
et quatre nœuds de vibration.

Les amplitudes de flottement de Drapeau 2 et Drapeau 3 sont reportées respectivement sur
la Figure 2.8b et sur la Figure 2.8c. Pour ces drapeaux, l’initiation du flottement se fait par un
régime à deux nœuds et est caractérisée par de grandes amplitudes de flottement 2A ≃ 150 mm.
Lorsque la vitesse du vent augmente, l’amplitude reste constante pour Drapeau 2 jusqu’au
régime à trois nœuds, où l’amplitude diminue légèrement. Ensuite, l’amplitude croît à nouveau
dans le régime à quatre nœuds. Pour Drapeau 3, nous remarquons un léger rebond d’amplitude
à U ≃ 7.5 m/s, qui est associé au changement d’enveloppe avant le régime à trois nœuds.
Nous devons noter que les maxima d’amplitude de Drapeau 2 et de Drapeau 3 sont proches
des parois de la soufflerie (de largeur 240 mm), de sorte qu’une détérioration du sillage est
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possible (Tang & Païdoussis, 2007). Les données pour Drapeau 2 et Drapeau 3 sont donc à
prendre avec précaution.

2.2.4 Analyse fréquentielle

Afin de mieux comprendre l’évolution des efforts avec la vitesse du vent (Figure 2.7), nous
nous proposons d’analyser l’évolution des densités spectrales de puissance pour chaque vitesse
de vent. Les résultats concernant Drapeau 1 sont reportés sur la Figure 2.9a en ce qui concerne
la traînée D(t) et sur la Figure 2.9b pour le moment M(t). Pour rappel, à chaque vitesse de
vent nous attendons qu’un régime ”permanent” soit établi, puis nous faisons une acquisition
de 14 s avec la balance aérodynamique.

Figure 2.9 – Évolution des densités spectrales de puissance de la traînée D(t) et du moment
M(t) lorsque la vitesse du vent augmente. a,b : Drapeau 1. c,d : Drapeau 2. e,f : Drapeau 3.
L’échelle de couleur des graphiques est logarithmique. Les régimes (I), (II), (III) et (IV)
correspondent respectivement à un, deux, trois et quatre nœuds de vibration.

Dans le cas de la Figure 2.9a par exemple, nous calculons une quarantaine de densités spec-
trales indépendantes (reportées verticalement), la soufflerie n’étant pas arrêtée entre chaque
mesure. Sur la Figure 2.9a, nous observons une fréquence dominante (foncée en échelle de
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couleur) qui croît linéairement avec la vitesse du vent, en partant de 40 Hz, ainsi qu’une
fréquence sous-harmonique de faible densité qui suggère que le flottement n’est pas complète-
ment symétrique. Sur la Figure 2.9b, la fréquence dominante croît à partir de 20 Hz, et un saut
est observable à U = 15 m/s (transition du régime à un nœud vers le régime à deux nœuds).
Un second saut est visible à U = 16.7 m/s (transition du régime à deux nœuds vers un régime
à trois nœuds). Sans surprise, la fréquence dominante du moment est systématiquement égale
à la fréquence observée par caméra rapide (Section 1.1.6 du Chapitre 1). Une fois que le
régime à deux nœuds est établi à U = 15.0 m/s nous observons une baisse de périodicité sur
la Figure 2.9b, caractérisée par un étalement des pics sur les densités spectrales. Il est tentant
de penser qu’il s’agit d’une transition vers un régime chaotique, car il y a apparition d’un fort
contenu fréquentiel basse-fréquence (Manneville, 2004). Une méthode de détection du chaos
est proposée dans l’Annexe E.

Dans la situation de Drapeau 2 et Drapeau 3 (sur les Figures 2.9c-f), les spectres ne sont
pas fortement modifiés aux transitions de régime, mais une “hésitation” entre les régimes se
répercute sur les densités spectrales de puissance, où nous observons un “trou” de fréquence
dominante, respectivement à U = 11.4 m/s pour Drapeau 2 et à U = 10.1 m/s pour Drapeau 3.
Ensuite, le mouvement du drapeau est de moins en moins périodique au fur et à mesure que
la vitesse du vent augmente. Cela présage la nature non-linéaire du flottement de drapeau à
grande vitesse de vent.

Avec l’exemple de la Figure 2.3, nous avons vu que la fréquence dominante de la traînée
est le double de celle du moment. Plus précisément, nous voyons maintenant qu’en termes de
densité spectrale, le moment a des fréquences dominantes ”impaires” (i.e. 1 × f , 3 × f , 5 × f ,
...) tandis que la traînée a des fréquences dominantes ”paires” (i.e. 2 × f , 4 × f , ...). Cela est
cohérent avec la symétrie du flottement, comme discuté par Michelin et al. (2008), où l’angle
de fuite génère un spectre à harmoniques impaires tandis que le spectre de l’énergie est à
harmonique paires.

Signature du couplage entre les modes

Avec la Figure 2.9f, nous noterons que deux fréquences stables coalescent visiblement dans
la gamme de vitesse U = 4− 6 m/s avant de générer l’instabilité du flottement. Cela avait été
suggéré par la modélisation élémentaire de la Section 1.3.2 (Chapitre 1), et rappelle aussi les
observations d’Aurégan (1993, p148) dans le contexte de la modélisation du ronflement.

Notons qu’un second type de coalescence est observable. En effet, sur la Figure 2.9b, avant
la transition au régime à deux nœuds, deux fréquences se rapprochent à partir de U = 10 m/s,
avant de fusionner autour de U = 15 m/s. Nous assistons ensuite à une perte de périodicité.

2.2.5 Les ”claquements” des drapeaux

En comparant la Figure 2.7 à la Figure 2.9, nous voyons que les écarts-types des efforts sont
plus importants lorsque le flottement est ”moins” périodique. Cela a approximativement lieu à la
suite de la première transition de régime. D’un point de vue historique, la perte de périodicité
du flottement de drapeau a été étudiée par Taneda (1968) : ”[...] the oscillation becomes
violent and irregular [...]”. Cet événement est largement prédit par les modèles numériques
non-linéaires (Yadikin et al., 2001 ; Connell & Yue, 2007 ; Alben & Shelley, 2008 ; Michelin
et al., 2008 ; Huang & Sung, 2010), bien que l’origine précise de la transition au chaos ne
soit pas très claire. Plus récemment, Eloy et al. (2012) a suggéré que la perte de périodicité
provient de l’interaction entre deux modes de fréquence comparable. À la fois d’un point de
vue expérimental et numérique, trois comportements sont reportés lorsque la vitesse du vent
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croît : stabilité, puis flottement périodique, et enfin flottement chaotique (voir les expériences
récentes de Ait Abderrahmane et al., 2011 ; Zhao et al., 2012 ; Ait Abderrahmane et al., 2012 ;
Chen et al., 2014). Il est commun que des structures flexibles subissant de fortes excitations
exhibent des propriétés chaotiques (désordre temporel) ou turbulentes (désordre temporel et
spatial). Ceci a par exemple été observé récemment avec les instruments de musique de type
cymbales (Touzé et al., 2012).

Figure 2.10 – Les claquements de drapeau illustrés dans le cas de Drapeau 3. La vitesse
du vent en soufflerie est U = 12.3 m/s. a : Composante instationnaire de la traînée D(t)
reconstruit sur 200 ms, caractérisée par son écart-type σD. Encart : Le signal complet de
14 s. b : Composante instationnaire du moment M(t) reconstruit sur 200 ms, caractérisée
par son écart-type σM . Encart : Le signal complet de 14 s. c,d : Densités spectrales de
puissance respectives des signaux de 14 s, en échelle semi-logarithmique.

Prenons un exemple d’illustration du phénomène de claquement de drapeau. Dans le cas
de Drapeau 3, une perte de périodicité est attendue pour U ≥ 10.1 m/s, d’après la Figure 2.9f.
Sur la Figure 2.10, nous reportons les signaux d’efforts et les densités spectrales associées
à U = 12.3 m/s. La traînée est caractérisée par σD = 180 mN, signifiant que le maximum
du signal devrait être

√
2 × σD = 250 mN dans le cas d’un signal harmonique. Cependant,

sur des intervalles de temps de l’ordre de 10 ms, la traînée atteint 3 fois cette valeur (≥
800 mN). Pendant les épisodes de claquement, le moment autour du mât est plus petit
que l’écart-type moyen σM = 2.7 mN.m (Figure 2.10b). Cela suggère que les claquements
sont essentiellement des accélérations longitudinales. Nous pensons que de telles accélérations
participent au déchirement du drapeau, comme discuté à l’Annexe D (dédiée à la rupture des
drapeaux en papier).
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2.3 Analyse de la traînée générée par le drapeau

Dans cette section, nous nous focalisons sur les mesures de la traînée générée par le
flottement en soufflerie. Afin d’analyser la composante instationnaire de la traînée, nous la
comparerons à la composante stationnaire (c’est-à-dire la traînée moyenne) dans les mêmes
conditions. Cela permettra de déterminer l’importance relative des fluctuations de la force de
traînée. Nous réalisons donc des expériences supplémentaires avec des jauges de contrainte
(car les capteurs de force de la balance aérodynamique ne permettent pas d’obtenir la valeur
moyenne des efforts ; Annexe C).

2.3.1 Coefficient de traînée moyenne

La force de traînée moyenne <D(t) > (Figure 2.11) n’est pas directement accessible avec
la balance aérodynamique de l’Annexe C.

Figure 2.11 – Caractéristiques de la traînée D(t) : sa valeur moyenne < D(t) > est a priori
inconnue et son écart-type σD a été mesuré via la balance aérodynamique de l’Annexe C.

Afin de pouvoir peser l’importance de la composante instationnaire de la traînée vis-à-vis
de sa composante moyenne, nous modifions le montage expérimental précédent. Nous utilisons
un nouveau mât de mêmes dimensions que le précédent. Le mât est connecté à des jauges de
contraintes, et nous calculons les moyennes temporelles de la traînée sur des acquisitions de
30 s, pour les drapeaux étudiés auparavant. Les mesures de traînée à haut nombre de Reynolds
sont classiquement exprimées sous la forme de coefficients de traînée (Eiffel, 1912 ; Rayleigh,
1915a,b, Anderson, 1999) :

< CD >=
<D(t) >
1
2ρaU

2S
,

où S est une surface arbitraire que nous choisissons comme étant S =HL. Cette convention est
celle utilisée par Fairthorne (1930) pour l’étude des banderoles tractées par avion. L’évolution
de < CD > avec la longueur du drapeau au seuil de l’instabilité est reportée sur la Figure 2.12a.
Comme pour σD auparavant (Figure 2.4a, Section 2.1.2) nous observons un saut de < CD > à
L ≃ 150 mm. Cela est associé à la transition de régime de flottement. Dans chaque régime, une
décroissance douce de < CD > avec L est observée, comme dans les expériences de Carruthers
& Filippone (2005) ; Wilk & Skuta (2009).

Avec une vitesse du vent croissante, nous mesurons également l’évolution de < CD > pour
Drapeau 1, Drapeau 2 et Drapeau 3. Cela est reporté sur la Figure 2.12b. Dans la situation de
Drapeau 3 (triangles noirs), nous observons que < CD > croît tout d’abord de < CD >≃ 0.15 à
U ≃ 1.05×U−

c jusqu’à < CD >≃ 0.30 à U ≃ 1.4×U−
c . Ensuite, < CD > décroît lentement et tend

asymptotiquement vers < CD >≃ 0.22. L’évolution de < CD > présente donc un aspect bombé,
ce qui a été également observé par Morris-Thomas & Steen (2009). Cela peut être mis en
parallèle de l’aspect bombé de l’amplitude de flottement (Figure 2.8c, Section 2.1.3). Dans la
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Figure 2.12 – Évolution du coefficient de traînée moyenne < CD >. a : En fonction de la
longueur du drapeau, au seuil de l’instabilité (U = U−

c ). b : Pour une vitesse de vent croissante
appliquée à Drapeau 1, Drapeau 2 et Drapeau 3 (Tableau 2.1).

situation de Drapeau 1 et Drapeau 2, les résultats sont uniquement présentés dans une faible
gamme de vitesse de vent U = 1.1 − 1.4 ×U−

c . Au-delà, les données sont impropres à cause de
l’interaction entre le drapeau et le système de mesure des efforts moyens. Cette interaction
est forte lorsque la fréquence de flottement du drapeau est de l’ordre de la fréquence naturelle
du montage à jauges de contrainte (≃ 25 Hz). Enfin, nous observons que lorsque Drapeau 2
ou Drapeau 3 flottent dans le régime à deux nœuds, < CD > est quasiment 3 fois plus grand
que lorsque Drapeau 1 flotte dans le régime à un nœud.

2.3.2 Coefficient de traînée instationnaire

Nous définissons un coefficient de traînée instationnaire σ(CD) par :

σ(CD) =
σD

1
2ρaU

2S
, avec S =HL.

L’évolution de σ(CD) avec L est reportée sur la Figure 2.13a, en réutilisant les données
de la Section 2.1.2. Nous notons à nouveau la discontinuité due à la transition de régime
à L ≃ 150 mm, ainsi qu’une tendance décroissante dans chaque régime de flottement. Nous
reportons l’évolution de σ(CD) avec la vitesse de vent pour Drapeau 1, Drapeau 2 et Drapeau 3
sur la Figure 2.13b, en réutilisant les données de la Section 2.1.3. Les valeurs de σ(CD)

présentent un aspect bombé dont le maximum est situé à approximativement U = 1.4 × U−
c

pour Drapeau 1 et Drapeau 3, et à U = 1.6×U−
c pour Drapeau 2. Cela correspond justement aux

maxima d’amplitude de flottement reportés à la Section 2.1.3. Dans la situation de Drapeau 3,
nous voyons que σ(CD) augmente au-delà de U = 1.8×U−

c , c’est-à-dire là où nous avons détecté
une perte de périodicité.

Il est instructif de comparer la composante instationnaire de la traînée à sa valeur moyenne
via le ratio σ(CD)/ < CD >. Cela permet d’avoir une idée de l’instationarité de la traînée. Dans
la situation de Drapeau 3, le ratio σ(CD)/ < CD > est de l’ordre de 10 % pour U ≤ 1.8 ×U−

c ,
avec un maximum à 15 % en haut de l’aspect bombé à U = 1.4 × U−

c . En revanche, le ratio
atteint quasiment 30 % dans le régime de perte de périodicité, pour U ≥ 1.8 ×U−

c .

2.3.3 Confrontation aux modélisations existantes

Des modèles pour le coefficient de traînée sont disponibles dans la littérature scientifique.
Fairthorne (1930) propose une formule empirique, basée sur ses propres expériences avec treize
drapeaux, pour des nombres de masseM∗ = ρaL/(ρsd) de l’ordre deM∗ = 4.3−97, et avec une
vitesse de vent constante U = 30.5 m/s. La traînée de friction visqueuse devenant négligeable
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Figure 2.13 – Évolution du coefficient de traînée instationnaire σ(CD) (données de la Sec-
tion 2.2). a : En fonction de la longueur du drapeau, au seuil de l’instabilité (U = U−

c ).
b : Pour une vitesse de vent croissante appliquée à Drapeau 1, Drapeau 2 et Drapeau 3
(Tableau 2.1).

lorsque le drapeau flotte, la formule de Fairthorne < CFai.
D > peut être simplifiée de la manière

suivante :

< CFai.
D >= 0.78

(H∗)0.25

M∗
.

L’expression ne prend pas en compte la vitesse de vent, mais dépend fortement du nombre
de masse. Nous voyons que cela est contraire aux expériences, qui suggèrent plutôt de fortes
variations avec la vitesse du vent. Les données de < CFai.

D > correspondant au Drapeau 1,
Drapeau 2 et Drapeau 3 sont reportées dans le Tableau 2.2, où elles sont comparées à nos
mesures expérimentales à U = 1.4×U−

c . Dans la situation de Drapeau 3, la formule de Fairthorne
donne < CFai.

D >≃ 0.21, ce qui est significativement plus petit que la valeur < CD >≃ 0.30
reportée à U = 1.4 × U−

c , mais en accord avec la valeur asymptotique < CD >≃ 0.22 de la
Figure 2.12b. Dans la situation de Drapeau 1, nous mesurons < CD >≃ 0.09, bien plus faible
que la valeur prédite par la formule de Fairthorne < CFai.

D >≃ 0.52. Cependant, un accroissement
de < CD > est attendu lors de la transition du régime à un nœud vers un régime à deux nœuds,
comme pour la composante instationnaire de la traînée. Finalement, nos mesures suggèrent
que la formule de Fairthorne n’est pas applicable au seuil de l’instabilité de flottement, mais
que la formule donne un résultat raisonnable pour les grandes vitesses de vent, de l’ordre de
U = 1.8 × U−

c pour Drapeau 3. Cela est cohérent avec le fait que la formule de Fairthorne a
été établie pour de grands nombres de masse et pour des vitesses de vent élevées (≃ 30 m/s).

présent travail Fairthorne (1939) Moretti (2003) Connell (2006)
< CD > σ(CD) < CFai.

D > < CMor.
D > σ(CMor.

D ) < CCon.
D > σ(CCon.

D )

Drapeau 1 0.09 0.027 0.52 0.05 0.004 0.47 0.36
Drapeau 2 0.27 0.021 0.25 0.22 0.031 0.29 0.18
Drapeau 3 0.30 0.049 0.21 0.14 0.020 0.25 0.14

Tableau 2.2 – Comparaison des mesures de coefficients de traînée aux modélisations exis-
tantes. Les données sont reportées à U = 1.4 ×U−

c

Plus récemment, Moretti et al. (2003) a revisité les travaux de Thoma (1939a,b) pour
proposer une estimation de la tension le long du drapeau, en évaluant la perte d’énergie
cinétique au bord de fuite du drapeau. Ce modèle néglige la rigidité de flexion du drapeau.
Dans notre situation, la longueur d’onde caractéristique du flottement vérifie λ < 2L, ce qui
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permet de simplifier le modèle :

< CMor.
D >=

2π2

M∗
(
fA

U
)

2

, σ(CMor.
D ) =

√
2π2

M∗
(
fA

U
)

2 1

κL
,

où le ratio de la vitesse transverse du drapeau (= fA) et de la vitesse du vent (= U) dépend
fortement du régime de flottement (d’après le Chapitre 1). Ce modèle élémentaire a été
récemment validé par des expériences à nombre de masse M∗ = 0.53 (Martin, 2006). Lorsque
nous comparons nos mesures expérimentales à ce modèle (Tableau 2.2), nous remarquons le
bon ordre de grandeur obtenu pour < CMor.

D > et σ(CMor.
D ), sauf pour Drapeau 1.

Dans de récentes simulations numériques directes à Re < 5× 103, Connell (2006) a obtenu
un ajustement numérique pour le coefficient de traînée, avec des nombres de masse M∗ ≤ 1.
Dans notre situation, les expressions peuvent être approchées de la manière suivante :

< CCon.
D >=

0.8

M∗
(1 − (

2π

U∗
)
2

) , σ(CCon.
D ) =

1.5

(M∗)1.5
(1 − (

2π

U∗
)
2

)

1.5

,

où les termes dépendant de la vitesse du vent U∗ sont négligeables pour U∗ ≫ 1. L’expression
analytique < CCon.

D > est très proche de < CFai.
D >, et donne par conséquent des résultats

similaires. Néanmoins, l’estimation de σ(CCon.
D ) est un ordre de grandeur plus grande que

l’observation expérimentale.
Finalement, les auteurs précédents ont comme point commun le fait d’avoir obtenu une loi

pour < CD > qui varie très peu avec la vitesse de vent et qui est inversement proportionnelle au
nombre de masse M∗ = ρaL/(ρsd). En ce qui concerne la composante instationnaire σ(CD),
nous voyons qu’il subsiste un désaccord entre les résultats expérimentaux et la simulation
numérique directe de Connell (2006), qui est en partie imputable aux différences de nombre
de Reynolds expérimental/numérique et à la restriction du calcul au cas des drapeaux trapus.
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2.4 Analyse du moment généré par le drapeau

Dans cette section, nous nous focalisons sur le moment généré autour du mât du drapeau.
Ce moment sera l’effort ”moteur” du dispositif étudié au Chapitre 3. Nous allons voir qu’un
modèle élastique très simple permet de rendre compte des tendances observées en soufflerie
sur l’écart-type du moment.

“One cannot divide the different branches of science into those that
are important for practical applications and others that are not. The
primary aim of science is not application, it is gaining insights into the
causes and laws which govern natural processes.” (Weisskopf, 1972)

2.4.1 Propriétés du moment

Vérification des ordres de grandeurs

Le moment qu’exerce le drapeau sur son mât au cours du temps est noté M(t). Pour un
flottement symétrique 3, M(t) est un signal de moyenne temporelle nulle et est caractérisé par
un écart-type σM (Figure 2.14).

Figure 2.14 – Caractéristiques du moment M(t) : la valeur moyenne est nulle et l’écart-type
est noté σM (mesuré à la Section 2.2).

Par définition, M(t) est le moment interne transmis par la structure élastique du drapeau
à son encastrement. Au Chapitre 1, nous avons rappelé l’expression analytique de ce moment
interne :

M(t) =Mint(t) = EICo(t), (2.1)

où EI est la rigidité de flexion (avec EI ≃ 1.8 × 10−4 N.m2 pour les drapeaux en papier
120 g/m2 testés dans le présent chapitre) et où Co(t) ≃ ∂2xy(0, t) est la courbure du drapeau
à l’encastrement. La courbure est généralement exprimée en termes de rayon de courbure
Ro(t) = 1/Co(t), comme schématisé sur la Figure 2.15a.

Par essence, la courbure est proportionnelle à une dérivée seconde et il est donc délicat
de l’estimer graphiquement à partir des images de la caméra rapide (erreurs d’appréciations
dépassant les 50 %). Pour fixer les idées, dans le cas de la Figure 2.15b, remarquons que le
rayon de courbure minimal 4 observé au cours du flottement de Drapeau 1 à U = 14 m/s est
de l’ordre de Ro ≃ 10−1 m, d’où un moment maximal de l’ordre de EI/Ro ≃ 2 × 10−3 N.m,
ce qui est en accord avec les mesures faites en soufflerie par balance aérodynamique : nous
avions trouvé σM ≃ 1.5 × 10−3 N.m (Figure 2.7b de la Section 2.2), soit un moment maximal√

2σM ≃ 2.1 × 10−3 N.m.

3. Lorsque le battement à gauche est équivalent au battement à droite.
4. Rayon de courbure minimal à l’encastrement, c’est-à-dire courbure maximale à l’encastrement.
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Figure 2.15 – Caractérisation de la courbure à l’encastrement du drapeau. a : Définition du
rayon de courbure Ro à l’encastrement. b : Ordre de grandeur de Ro avec Drapeau 1 à
U = 14 m/s.

Moment généré par les modes de flexion

Afin de mettre en évidence la dépendance du moment à la géométrie du drapeau, inté-
ressons nous aux moments générés par les modes propres de drapeau dans le vide (modes de
flexion de poutre), comme au Chapitre 1. Avec l’équation (2.1) et par double dérivation de
l’équation (1.4) (Chapitre 1), il vient l’expression de l’écart-type du moment de chacun des
modes de flexion :

σ
(n)
M = EI

°
rigidité de flexion

1
√

2

A

L2
∣κnL∣

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
écart-type de la

courbure du mode n

. (2.2)

Cette expression suggère que les modes élevés, caractérisés par les grands nombres d’ondes
κnL, génèrent des moments plus élevés. Aussi, l’équation (2.2) suggère une loi d’échelle du type
σM ∼ L−2, ce qui est remarquablement proche de la dépendance trouvée expérimentalement
au seuil du flottement à la Section 2.2.2 (où nous avions σM ∼ L−2.1 ; voir Figure 2.4b).

2.4.2 Solution numérique en termes de coefficient de moment

Repartons du modèle de drapeau élancé, discrétisé par la méthode de Galerkin comme
effectué au Chapitre 1. Nous nous proposons de caractériser le moment M(t) dans un dia-
gramme (m∗, U∗). La première étape est de mettre en évidence une normalisation pertinente
pour M(t). D’après l’équation (2.1), σM est proportionnel à l’amplitude de flottement A (car
Co ∼ A/L2), laquelle est inconnue numériquement. Par conséquent, nous ne pouvons pas avoir
directement accès à σM avec l’analyse de stabilité linéaire du Chapitre 1, sans connaître au
préalable l’amplitude de flottement A. Une possibilité serait de faire une hypothèse forte sur
l’amplitude de flottement, de type A/L = Cte. Étant donné que les expériences de la Sec-
tion 2.2 infirment une telle simplification (Figure 2.5 et Figure 2.8), nous ne le ferons pas.
Plutôt, nous contournons le problème en cherchant un coefficient de moment adapté aux dra-
peaux. Nous commençons par normaliser la courbure à l’encastrement avec la courbure exacte
qu’aurait un second mode de poutre encastrée-libre de même amplitude, via l’équation (2.2)
et la relation courbure-moment :

C∗o (t) =
L2

A∣κ2L∣2
Co(t).

Nous calculons aussi l’écart-type du moment sous forme normalisée :

σ∗M =
σM

σ
(2)
M

=
√

2
1

EI

L2

A∣κ2L∣2
σM . (2.3)
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L’écart-type normalisé σ∗M a le sens d’un coefficient de moment instationnaire, et est a
priori plus pertinent pour les drapeaux que ne le serait un coefficient aérodynamique classique
(fonction de la pression dynamique et de la surface d’exposition au fluide). En particulier, le
coefficient de moment σ∗M intègre l’origine physique du moment (élastique) et est de l’ordre
de l’unité. Par exemple, d’après l’équation (2.2), nous avons σ∗M ≃ 0.16 pour une oscillation de
premier mode de poutre, σ∗M = 1 pour le second (par définition) et σ∗M ≃ 2.8 pour le troisième
mode de poutre.

Sur la Figure 2.16a, nous reportons le calcul numérique de σ∗M avec le modèle de drapeau
élancé de la Section 1.3.3 (Chapitre 1) dans un diagramme (m∗, U∗). Nous observons des
bandes obliques qui sont caractéristiques des différents régimes de flottement.

Figure 2.16 – Évolution du moment instationnaire (calcul numérique). a : Coefficient de
moment instationnaire σ∗M , calculé via l’équation (2.3). b : Suivi de l’évolution des déformées
et de leurs courbures sur le chemin A-B-C-D indiqué en a. Sur l’axe des ordonnées, le
déplacement est normalisé par l’amplitude de flottement A au bord de fuite du drapeau.

Afin de préciser l’évolution du moment avec m∗ et U∗, nous suivons le chemin A-B-C-D
indiqué sur la Figure 2.16a. Les déformées numériques en A, B, C et D sont reportées sur la
Figure 2.16b. La courbure normalisée C∗(t) le long du drapeau y est représentée en rouge, et
C∗o (t) correspond à l’encastrement (x/L = 0). La courbure normalisée à l’encastrement C∗o (t)
est reliée au coefficient de moment instationnaire σ∗M via l’équation (2.1) et l’équation (2.3).
Nous voyons que lors du passage du régime de flottement à un nœud (A) vers le régime à
deux nœuds (B), sur le chemin A-B-C, la courbure en x/L = 0 est très réduite pour B et par
conséquent le moment est également très réduit (couleurs froides sur la Figure 2.16a). Il est
remarquable que ce comportement soit également observé expérimentalement en termes de σM
(particulièrement visible dans la Figure 2.7d et la Figure 2.7f). Par ailleurs, lorsque le chemin
C-D est suivi, nous voyons que les courbures adimensionnées sont globalement conservées
et il en est donc de même pour le coefficient de moment. Cela suggère une loi simple de
type σ∗M = Cte au seuil de l’instabilité, en dehors des transitions de régime de flottement,
expliquant au final (après un calcul élémentaire) l’observation expérimentale σM ∼ L−2 au
seuil de l’instabilité, Figure 2.4b (Section 2.2.2).
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2.4.3 Comparaison modèle-expériences

Afin de valider proprement le modèle de l’équation (2.1), nous nous proposons de comparer
les coefficients de moment σ∗M expérimentaux et numériques. La mesure expérimentale de σ∗M
est réalisée à partir des mesures d’amplitudes de flottement 2A (Figure 2.5 et Figure 2.8), des
mesures d’écart-type de moment σM (Figure 2.4 et Figure 2.7), et enfin de la définition de σ∗M
via l’équation (2.3) où κ2L = 1.49π. Pour tenir compte des effets de masse ajoutée tridimen-
sionnelle, nous calculons le paramètre de masse ajoutée effective m∗

e = me/ms plutôt que le
paramètre m∗ =ma/ms propre aux drapeaux élancés uniquement (Section 1.3.4, Chapitre 1).

Prédictions de σ∗M au seuil de l’instabilité

L’évolution de σ∗M avec m∗
e au seuil de l’instabilité est reporté sur la Figure 2.17. Le modèle

numérique permet d’obtenir le bon ordre de grandeur des moments au seuil du flottement,
ainsi que la forte diminution du moment avant la première transition de régime de flottement.
En particulier, pour des applications de type récupération d’énergie, la transition de régime de
flottement autour de m∗

e ≃ 0.42 est une zone à éviter car le moment y est minimal.

Figure 2.17 – Prédictions numériques du coefficient de moment instationnaire σ∗M (ligne
bleue) comparées aux mesures expérimentales (ronds vides) au seuil de l’instabilité. Le calcul
numérique est ici réalisé autour de la marge de stabilité linéaire. La ligne en pointillés est une
proposition de guide pour les yeux.

Prédictions de σ∗M au-delà du seuil de l’instabilité

L’évolution de σ∗M avec la vitesse de vent normalisée U∗ est reportée sur la Figure 2.18
pour Drapeau 1, Drapeau 2 et Drapeau 3. Dans la situation de Drapeau 1, le bon ordre
de grandeur de σ∗M est prédit lors de l’initiation du flottement, ainsi que lors de la première
transition de régime de flottement à U∗ ≃ 13. Pour des valeurs de U∗ plus élevées, le modèle
numérique sous-estime fortement σ∗M . Dans la situation de Drapeau 2 et de Drapeau 3, les
”oscillations” de σ∗M sont un point d’accord très visible entre les expériences et le modèle. Pour
les trois drapeaux, le coefficient de moment varie autour d’une valeur moyenne σ∗M ≃ 0.2 qui
est typiquement intermédiaire entre celui d’un premier mode de poutre (σ∗(1)M ≃ 0.16) et celui
d’un second mode de poutre (σ∗(2)M = 1).
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Figure 2.18 – Prédictions numériques du coefficient de moment instationnaire σ∗M (lignes
bleues) comparées aux mesures expérimentales (ronds vides) au-delà du seuil de l’instabilité
pour respectivement (a) Drapeau 1, (b) Drapeau 2 et (c) Drapeau 3. Les lignes en pointillés
sont des propositions de guides pour les yeux.

Dans la section suivante, nous allons effectivement voir que les déformées de drapeau
s’obtiennent par “mélange” des déformées d’un tout petit nombre de mode de poutre.
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2.5 Structure spatio-temporelle des déformées

Le modèle de l’équation (2.1) suggère que le moment est directement lié à la courbure
du drapeau. Une déformée fortement courbée à l’encastrement génère un moment élevé. Afin
d’obtenir une décomposition simple de la déformée d’un drapeau (et a fortiori du moment),
nous revisitons le calcul numérique utilisé au cours de ces deux premiers chapitres. Cela va
nous amener à appliquer une méthode de décomposition des déformées de drapeau obtenues
lors des essais en soufflerie.

2.5.1 Déformée numérique : discrétisation de Galerkin

Une propriété intéressante de la solution numérique y(x, t) recherchée via la discrétisa-
tion de Galerkin est qu’elle s’exprime sous la forme d’une somme finie de structures spatio-
temporelles :

y(x, t) =
N

∑
n=1

Yn(x)[an cos(ωt) + bn sin(ωt)],

où les Yn sont les déformées des modes de poutre encastrée-libre dans le vide, définis par
l’équation (1.4) (Chapitre 1). Or, d’après l’Annexe B, la convergence de ce calcul dans notre
domaine d’étude est très bonne à partir de N = 3. Cette convergence suggère que la structure
spatio-temporelle de la déformée y(x, t) provient des tout premiers modes de poutre seulement
(des deux ou trois premiers vraisemblablement). Partant de ce constat numérique, une structure
simple de y(x, t) peut être pistée expérimentalement. Si nous nommons A et B les formes
spatiales définies par :

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

A(x) = ∑
N
n=1 anYn(x)

B(x) = ∑
N
n=1 bnYn(x),

alors nous avons y(x, t) = A(x) cos(ωt) + B(x) sin(ωt), et A(x) et B(x) sont les sommes
d’un nombre restreint de déformées de mode de flexion de poutre. Expérimentalement, la
déformée devrait donc aussi pouvoir s’exprimer avec cette structure, c’est-à-dire comme la
somme de deux structures spatiales en quadrature de phase temporelle (i.e. orthogonales).

2.5.2 Déformée expérimentale : B.O.D. en soufflerie

Nous nous proposons d’étudier quantitativement la structure spatio-temporelle des défor-
mées de drapeau flottant en soufflerie. Pour ce faire, le suivi temporel de 60 points le long du
drapeau est réalisé avec environ 100 images traitées par période de flottement. Ensuite, un al-
gorithme classique de décomposition spatio-temporelle, de type décomposition bi-orthogonale,
est appliqué. Ce second traitement est automatisé via la Toolbox Chêne-Roseau pour Mat-
lab (Barbacci et al., 2014), après avoir grandement bénéficié des conseils de Julien Diener,
Clément Grouthier et Loïc Tadrist.

Rappel du principe de la décomposition bi-orthogonale (B.O.D.)

D’après Aubry et al. (1991a) une information spatio-temporelle y(x, t) quelconque se dé-
compose de manière unique sous la forme :

y(x, t) =
+∞

∑
k=1

akϕk(x)ψk(t),
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où les ϕk d’une part (nommés ”topos”) et les ψk d’autre part (nommés ”chronos”) sont
orthogonaux entre eux 5. Il y a donc orthogonalité spatiale et temporelle des couples {topos,
chronos} entre eux. Cette décomposition est celle mise en évidence dans le calcul numérique
de la Section 2.5.1, si toutefois l’orthogonalité spatiale entre A(x) et B(x) est vérifiée.

D’un point du vue général, la décomposition bi-ortogonale (notée classiquement B.O.D.
comme “Bi-Orthogonal Decomposition”) permet de récupérer l’information temporelle conte-
nue dans la décomposition propre orthogonale plus “répandue”, notée P.O.D. (voir par exemple
Aubry, 1991b ; Trefethen & Bau, 1997 ; Podvin, 2001 ; Semeraro et al., 2012). Des liens ins-
tructifs entre les modes P.O.D. (ou B.O.D.) et les modes propres d’un système dynamique
ont été mis en évidence par Feeny & Kappagantu (1998) ; Kerschen & Golinval (2002). Aussi,
l’utilisation de la méthode B.O.D. pour les problèmes d’interaction fluide-structure est suggé-
rée par les travaux récents de Hémon & Santi (2003) sur les corps non profilés et de Py (2005)
sur le mouvement des végétaux.

B.O.D. de la déformée expérimentale

La B.O.D. est appliquée au cas de Drapeau 1 (papier 120 g/m2, longueur L = 140 mm,
largeur H = 100 mm) pour une vitesse de vent U = 8.4 m/s qui correspond au seuil d’instabilité
de ce drapeau. Sur la Figure 2.19a, nous reportons la superposition des déformées expérimen-
tales obtenues par caméra rapide. Les deux premiers topos de la B.O.D. sont reportés sur la
Figure 2.19b et la Figure 2.19c. La ressemblance de ces topos avec les deux premiers modes de
poutre est frappante (la seule différence est l’absence de tangente nulle à l’encastrement sur la
Figure 2.19c). Nous ne représentons pas les topos suivants, car ces deux premiers contiennent
84 % + 14 % = 98 % de l’information 6 (contributions calculées ici avec les a2k/∑

+∞
l=1 a

2
l ; voir

Aubry et al., 1991a).

Figure 2.19 – Topos expérimentaux, obtenus par B.O.D. de la déformée d’un drapeau en
papier 120 g/m2 de longueur L = 140 mm, largeur H = 100 mm (Drapeau 1) à une vitesse
de vent U = 8.4 m/s. a : Superposition des déformées expérimentales. b : Premier topos,
contribuant au signal à hauteur de 84 %. Axes normalisés. c : Second topos, contribuant au
signal à hauteur de 14 %. Axes normalisés.

Les chronos associés au topos 1 et au topos 2 sont reportés respectivement en bleu et en
rouge sur la Figure 2.20. Les signaux temporels sont quasiment harmoniques, et en quadrature
de phase (le déphasage moyen vaut 92o).

Comparaison avec la décomposition naturelle de la solution numérique

La solution numérique se décompose comme nous l’avons vu en une somme de deux
structures qui sont en quadrature de phase temporelle : y(x, t) = A(x) cos(ωt)+B(x) sin(ωt).

5. Les ϕk et les ψk sont d’amplitude normalisée à 1.
6. Dans le cas où y(x, t) est un champ de vitesse, cette “information” est représentée par de l’énergie

cinétique (Aubry et al., 1991a).
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Figure 2.20 – Chronos expérimentaux, obtenus par décomposition bi-orthogonale. Le chronos
ψ1, en bleu, est associé au topos ϕ1 (Figure 2.19b). Le chronos ψ2, en rouge, est associé au
topos ϕ2 (Figure 2.19c).

Cette somme est formellement proche de la B.O.D., à l’orthogonalité entre A(x) et B(x) près.
Dans les conditions de ces expériences (m∗

e = 0.33, U∗ = 9.8), les formes spatiales A(x) et
B(x) sont reportés sur la Figure 2.21.

Figure 2.21 – Décomposition numérique. a : Superposition des déformées numériques. b :
Préfacteur A(x) de la fonction cos(ωt) de la Section 2.5.1. c : Préfacteur B(x) de la
fonction sin(ωt).

Comme suggéré à la Section 2.5.1, nous voyons que les formes spatiales numériques de la
Figure 2.21b,c ressemblent fortement aux déformées décomposées expérimentalement par la
B.O.D. (topos), Figure 2.19b,c. Cela suggère que la méthode numérique de type discrétisation
de Galerkin est particulièrement bien adaptée aux analyses de la dynamique des drapeaux.

2.5.3 Couplage entre deux structures spatio-temporelles

Une information forte de la B.O.D. précédente (Figure 2.21b,c) est que seules deux struc-
tures spatio-temporelles bi-orthogonales suffisent pour caractériser 98 % de la déformée expé-
rimentale. Afin de savoir si ce résultat est général, nous appliquons la B.O.D. dans la situation
d’un flottement au-delà du seuil d’instabilité. Nous utilisons donc le drapeau précédent, mais
à une vitesse de vent quasiment deux fois plus élevée : U = 15.4 m/s. Pour une telle vitesse de
vent, la superposition des déformées présente deux nœuds (Figure 2.22a). Les deux premiers
topos de la B.O.D. sont reportés sur la Figure 2.22b et la Figure 2.22c. À la différence du cas
précédent, les deux topos ont cette fois une “topologie” identique, chacun ayant un seul nœud
de vibration. Le nœud est localisé au bord d’attaque pour ϕ1 et est proche du bord de fuite
pour ϕ2. Ces deux structures contiennent à elles-seules 79 % + 16 % = 95 % de l’information
présente dans y(x, t).

Par conséquent, même pour un régime de flottement complexe à vitesse de vent élevée,
nous voyons que seules deux structures spatio-temporelles bi-orthogonales suffisent pour dé-
crire correctement la déformée. Cela permet de repenser le flottement de drapeau comme un
couplage antisymétrique “classique” entre deux modes dominants (de type flottement d’aile
d’avion en flexion et torsion par exemple ; voir de Langre, 2002 ; Amandolese et al., 2013 ;
Mandre & Mahadevan, 2013).
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Figure 2.22 – Topos expérimentaux, obtenus par B.O.D. de la déformée d’un drapeau en
papier 120 g/m2 de longueur L = 140 mm, largeur H = 100 mm (Drapeau 1) à une vitesse
de vent U = 15.4 m/s. a : Superposition des déformées expérimentales. Deux nœuds de
vibration sont visibles. b : Premier topos, contribuant au signal à hauteur de 79 %. Axes
normalisés. c : Second topos, contribuant au signal à hauteur de 16 %. Axes normalisés.

Au moins deux autres perspectives suggèrent l’utilisation de l’analyse B.O.D. pour l’étude
des mécanismes de flottement :

– ce formalisme permet de définir une entropie effective (voir Aubry et al., 1991a) qui
semble particulièrement bien indiquée pour poursuivre une étude quantitative de la dy-
namique non-linéaire du flottement en soufflerie aux vitesses de vent élevées (voir aussi
l’Annexe E portant sur une méthode de détection du chaos à partir de séries temporelles
expérimentales),

– ce formalisme permet de calculer le moment généré à l’encastrement du drapeau à partir
de la courbure d’un nombre fini de topos :

M(t) = EI
N

∑
k=1

akϕ
′′
k(0)ψk(t),

où N = 2 dans les deux situations de flottement analysées ci-dessus. Afin que cette
estimation du moment soit pertinente, il est primordial que les topos ϕk soient bien
résolus proches de l’encastrement, ce qui est délicat en pratique.
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Chapitre 3

Couplage d’un drapeau avec un
mât-oscillateur
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Contenu Dans ce chapitre, le mât du drapeau joue un grand rôle : c’est un oscillateur à un
degré de liberté. Nous nous intéressons au couplage vent-drapeau-mât en termes d’amplitude
de rotation du mât. Nous reportons un phénomène d’accrochage fréquentiel qui synchronise
le drapeau et le mât-oscillateur sur une large plage de vitesse de vent. Dans ce contexte, nous
présentons un modèle simplifié qui permet de pré-dimensionner un dispositif de récupération
d’énergie du vent.
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3.1 Enjeux

L’effet “poisson volant”

Les poissons volants ont fasciné des générations de naturalistes. Parmi eux, Alexander von
Humboldt suggère au début du 19ème siècle que les “ailes” de ces poissons sont actives au
même titre que les ailes des oiseaux (voir Hertel, 1966, p218).

Figure 3.1 – Poisson volant (de type exocoetidae). Photographie : U.S. National Oceanic
and Atmospheric Administration.

Cette idée ne sera pas partagée par Zshokke (1919), qui proposera plutôt que l’agitation
des ailes n’est qu’une réaction passive au battement vigoureux de la nageoire caudale. Le
scénario d’excitation passive sera confirmé vingt ans plus tard par les photographies rapides
d’Edgerton & Breder (1941). En 1966, Hertel précise davantage la nature du mécanisme
d’excitation passive : les forces générées par la nageoire caudale sont de l’ordre du poids du
poisson, et elles fluctuent à une fréquence de l’ordre de 60 Hz, qui correspond précisément à la
fréquence naturelle des ailes. Le mouvement des ailes est donc induit par une synchronisation
ressemblant fortement à une résonance.

L’objectif du présent chapitre est de synchroniser les efforts périodiques qu’un drapeau
génère (faisant l’objet du Chapitre 2) avec un oscillateur (qui sera le mât du drapeau). Le
drapeau constitue l’équivalent du corps de ces poissons volants, qui transmet des efforts pé-
riodiques au mât, l’analogue des ailes. Pour rendre le couplage possible, nous devrons libérer
l’encastrement du mât par rapport aux configurations du Chapitre 1 et du Chapitre 2 : nous
étudierons la situation d’un mât-oscillateur paramétrable (de type “masse-ressort”). Nous ver-
rons qu’un mécanisme d’accrochage fréquentiel provoque une situation de résonance entre le
drapeau et le mât sur une large gamme de vitesse de vent. Nous verrons également que ce
phénomène singulier permet d’imaginer de nouveaux concepts de récupération d’énergie du
vent avec pour briques de base un ou plusieurs drapeaux.

“Huygens supposa avec justesse que le mouvement de ces horloges était coordonné par
des vibrations transmises à travers le bois. Ce phénomène, dans lequel un cycle régulier
se met au diapason d’un autre, est appelé aujourd’hui verrouillage de fréquence. Le
verrouillage de fréquence explique pourquoi la Lune présente toujours la même face à
la Terre [...]. Dans la nature, un exemple spectaculaire en est fourni par une espèce de
lucioles d’Asie du Sud qui s’assemblent par milliers dans les arbres durant la période
des amours et clignotent en une fantastique harmonie spectrale.” (Gleick, 2008)

La récupération d’énergie du vent

En ce qui concerne l’agriculture, l’énergie offerte par le vent est utilisée de manière concrète
depuis les moulins de Perse du Moyen Âge (voir Belidor, 1739). Il est remarquable que ce
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concept d’éolienne (Figure 3.2) ait été conservé pendant plus de mille ans (voir Moretti &
Divone, 1986 ; Bayerl, 2003).

Figure 3.2 – Conservation du concept de l’éolienne au cours des siècles. a : Enluminure du
roman d’Alexandre (du Moyen Âge, ici en 1344) montrant l’existence des moulins à vent à
cette époque. b : Moulin du Mex d’Alexandrie (1904). Photographie : F. Khardiache. c :
Éolienne moderne (2006). Photographie : C. Wagner.

En termes de rupture technologique, la récupération d’énergie via l’excitation d’un dra-
peau constitue une piste sérieusement étudiée ces dernières années, avec deux mécanismes
d’excitation généralement envisagés :

– par un écoulement instationnaire dans le sillage d’un obstacle (comme étudié par Allen
& Smits, 2001 ; Taylor et al., 2001) ; représenté sur la Figure 3.3a.

– par un écoulement stationnaire déstabilisant le drapeau par flottement (comme étudié
par Tang et al., 2009) ; représenté sur la Figure 3.3b.

Figure 3.3 – Deux mécanismes possibles d’excitation d’un drapeau. a : avec un écoulement
instationnaire (comme derrière un obstacle). b : avec un écoulement stationnaire déstabilisant
le drapeau par flottement.

Indépendamment du mécanisme d’excitation considéré, deux stratégies de génération d’élec-
tricité sont envisageables :

– grâce à la déformation du drapeau, en le recouvrant de patchs piézoélectriques comme
représenté sur la Figure 3.4a. C’est l’objet des récentes études expérimentales et nu-
mériques de Doaré & Michelin (2011) ; Dunnmon et al. (2011) ; Giacomello & Porfiri
(2011) ; Xia (2012) ; Singh et al. (2012) ; Akcabay & Young (2012) ; Michelin & Doaré
(2013) ; Xia et al. (2013).

– grâce au déplacement du drapeau, en utilisant de l’induction électromagnétique (via un
alternateur) comme réprésenté sur la Figure 3.4b. Les récentes études expérimentales
et numériques de Gibbs et al. (2012) ; Stone et al. (2013) ; Howell & Lucey (2014) ont
porté sur les différentes possibilités de couplage élémentaire entre un drapeau et son
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mât. Bae et al. (2014) a récemment proposé d’utiliser le contact électrostatique de la
surface du drapeau pour générer de l’énergie par tribo-électricité.

Figure 3.4 – Deux stratégies possibles de génération d’électricité. a : Par couplage électrique
(basé sur la déformation d’un drapeau piézoélectrique). b : Par couplage mécanique (basé
sur le déplacement du drapeau).

D’une manière générale, nous nous attendons à ce que les transferts énergétiques soient
favorisés dans une situation de résonance. Et lorsqu’il y a un accrochage fréquentiel, les condi-
tions de transfert énergétique sont réunies sur une large plage de vitesse de vent :

– dans le cadre du couplage entre un drapeau piézoélectrique et son circuit électrique, Xia
et al. (2013) montre numériquement qu’il y a une forte augmentation de l’efficacité de
la récupération d’énergie éolienne sur toute la gamme de vitesse de vent permettant
l’accrochage fréquentiel,

– dans le cadre des vibrations induites par détachement tourbillonnaire en aval d’un
cylindre-oscillateur, le phénomène d’accrochage fréquentiel est essentiel (Khalak &William-
son, 1999 ; Williamson & Govardhan, 2004) et est mis à profit pour la récupération
d’énergie des courants marins (voir Bernitsas et al., 2008). Par comparaison avec l’ob-
jet de ce chapitre, le sillage de tourbillons peut se voir comme l’analogue du drapeau,
forçant un cylindre-oscillateur qui est l’analogue du mât-oscillateur.

Dans ce chapitre, nous étudierons une configuration encore non explorée à notre connais-
sance : le couplage entre un drapeau et un mât de type oscillateur à un degré de liberté
paramétrable. Nous serons dans le cadre du mécanisme d’excitation directe de la Figure 3.3b
et nous aurons une stratégie de récupération d’énergie par couplage mécanique comme sur la
Figure 3.4b.
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3.2 Le couplage vent-drapeau-mât en soufflerie

3.2.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental utilisé est celui du Chapitre 1 avec un mât qui n’est pas encastré
mais guidé dans un palier à roulements. Le mât est alors libre de tourner autour de son axe
central (Figure 3.5). Afin de créer une dynamique d’oscillateur à un degré de liberté, nous
fixons sur ce mât une barre d’inertie et des ressorts de traction.

Figure 3.5 – Dispositif expérimental. a : Schéma du montage. Le mât du drapeau est relié à
un oscillateur de type masse-ressort en rotation. Un capteur laser permet de mesurer l’angle
de rotation du mât θ(t). b,c : Le montage hors-soufflerie où nous voyons le guidage du mât
par palier à roulements.

La quantité caractérisant l’amplitude instantanée des oscillations du mât est l’angle de
rotation θ(t) que fait la barre d’inertie avec la direction normale au vent (Figure 3.5a). Cet
angle de rotation est identique à l’angle que fait le bord d’attaque du drapeau avec la direction
du vent. Les fluctuations de θ(t) sont mesurées via un capteur laser réalisant 1024 acquisitions
par seconde avec une erreur de moins de 1 % sur la gamme d’angle θ = 0 − 60o. La durée
d’acquisition de 24 s permet d’enregistrer plus de 100 périodes de flottement en général. En
ce qui concerne l’analyse fréquentielle, nous effectuons un traitement des signaux par blocs
comme au Chapitre 2, et la résolution fréquentielle est de 1/8 Hz après ce traitement.

Choix du drapeau

Pour un bon fonctionnement des expériences, il est nécessaire que le drapeau flotte dans
la gamme de vitesse de vent de la soufflerie (de 3 m/s à environ 20 m/s), sans que l’amplitude
de flottement génère un blocage de l’écoulement (la section d’essai est de largeur 260 mm
et de hauteur 240 mm). Aussi, la fréquence de flottement doit être suffisamment faible pour
permettre un couplage entre le drapeau et le mât-oscillateur, sachant que nous pouvons faire
varier la fréquence naturelle du mât-oscillateur entre 1 Hz et 20 Hz. En exploitant les résultats
obtenus au Chapitre 1 et au Chapitre 2, nous choisissons les matériaux suivants :

– le papier 120 g/m2 d’épaisseur 153 µm,
– le plastique d’épaisseur 509 µm,
– l’acier d’épaisseur 54 µm, 77 µm, ou 103 µm.
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Les propriétés de ces matériaux sont reportées dans l’Annexe A. Nous nous restreignons à des
géométries rectangulaires de drapeau, de largeur fixée à H = 100 mm. Nous faisons varier la
longueur des drapeaux dans la gamme L = 60 − 300 mm.

Choix de la barre d’inertie

Nous disposons de deux barres d’inertie en fonction de la fréquence naturelle recherchée
pour le mât-oscillateur : une barre épaisse en aluminium et une barre mince en fibre de carbone.
Les propriétés mécaniques de ces barres d’inertie sont répertoriées dans le Tableau 3.1.

barre Dbarre (N.m) ρbarre (kg/m3) Jbarre (kg.m2) Josc (kg.m2)
aluminium 103 2970 1.4 × 10−4 1.7 × 10−4

fibre de carbone 49 2160 5.9 × 10−5 9.2 × 10−5

Tableau 3.1 – Propriétés mécaniques des barres d’inertie en aluminium et en fibre de carbone.
La rigidité de flexion des barres est notée Dbarre (de type “Ed3/12” avec les notations de
l’Annexe A), la masse volumique est notée ρbarre et le moment d’inertie est noté Jbarre. Le
moment d’inertie du montage barre + mât sans drapeau est noté Josc.

D’un point de vue pratique, la barre de fibre de carbone a l’avantage d’être à la fois très
rigide et peu dense (Ashby, 2000). Nous prenons garde au fait qu’une barre d’inertie trop souple
pourrait interagir avec le drapeau. En d’autres termes, nous vérifions que le rappel en rotation
du montage est dictée par les ressorts et non par la barre. En pratique, cela est respecté lorsque
Dbarre ≫ Cosc, où Dbarre est la rigidité de flexion de la barre d’inertie et où Cosc est la raideur
en rotation du montage. Le moment d’inertie de la barre d’inertie seule, noté Jbarre, représente
la majeure partie du moment d’inertie du montage barre + mât (sans le drapeau), noté Josc
(Tableau 3.1). Afin d’avoir un contrôle précis du moment d’inertie du montage, comme par
exemple pour ajuster soigneusement la fréquence naturelle de l’oscillateur, des petites masses
sont disposées le long la barre d’inertie. Au final, nous pouvons faire varier le moment d’inertie
Josc d’un facteur 10, entre 9.2 × 10−5 kg.m2 et 8.4 × 10−4 kg.m2.

Choix des ressorts

Des ressorts de traction de raideur comprise entre 0.05 N/mm et 1 N/mm sont disposés
de manière à imposer une raideur en rotation globale Cosc variant entre 0.28 N.m/rad et
2.3 N.m/rad. Pour conserver la symétrie du montage, un soin particulier est apporté au fait
que des ressorts identiques soient disposés de manière symétrique par rapport à l’axe du mât,
comme cela est visible sur la Figure 3.5b. Des exemples de ressorts utilisés pour le montage
sont présentés sur la Figure 3.6a.

La raideur en rotation du montage Cosc est mesurée de manière statique, à partir de
cinq moments connus Mstat compris entre 4 mN.m et 160 mN.m. Nous mesurons l’angle de
rotation θstat, et nous en déduisons Cosc = Mstat/θstat. Quant au moment d’inertie Josc, nous
le calculons à partir de la fréquence naturelle fosc sans vent et sans drapeau, via la relation
Josc = Cosc/(2πfosc)2.
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Figure 3.6 – Caractéristiques du mât-oscillateur. a : Exemple de ressorts utilisés pour réaliser
le rappel en rotation du mât. b : Expérience de vibration amortie du mât, permettant d’évaluer
le taux d’amortissement ζ∗osc et la pulsation naturelle ωosc = 2πfosc du montage.

Type d’amortissement

Le mât-oscillateur est caractérisé par un taux d’amortissement (ou amortissement réduit)
qu’il convient de déterminer. La décroissance exponentielle des oscillations du mât sans vent et
sans drapeau (Figure 3.6b) suggère que l’amortissement est essentiellement de nature visqueuse
(Landau 1976, p75) et régulé par une loi du type :

Joscθ̈ +Zoscθ̇ +Coscθ = 0.

En introduisant classiquement la pulsation naturelle ωosc =
√
Cosc/Josc(= 2πfosc) et le

taux d’amortissement ζ∗osc = Zosc/
√

4CoscJosc, l’équation précédente se met sous une forme
canonique :

θ̈ + 2ωoscζ
∗
oscθ̇ + ω

2
oscθ = 0. (3.1)

Le taux d’amortissement ζ∗osc est estimé en perturbant le montage sans vent et sans dra-
peau, et en enregistrant la décroissance de θ(t) comme sur la Figure 3.6b. Pour cela, une loi de
type − log(θ)/ωosc ∼ ζ∗osct est ajustée à l’enveloppe de la décroissance temporelle. Afin de ré-
duire l’incertitude, nous réalisons systématiquement cinq mesures indépendantes. En pratique,
nous observons que cette modélisation élémentaire de l’amortissement est en bon accord avec
les expériences, tant que l’angle d’oscillation est compris entre 2o et 20o. En dehors de cette
gamme d’angle, l’amortissement est vraisemblablement plus complexe à modéliser.

Conservation du taux d’amortissement

Le taux d’amortissement du montage ζ∗osc varie relativement peu entre chaque modification
de montage. Nous reportons sur la Figure 3.7a une collection de valeurs de ζ∗osc obtenues lorsque
la barre d’inertie est alourdie avec une raideur en rotation conservée (Cosc = 0.32 N.m/rad) de
manière à faire diminuer la fréquence naturelle fosc. De même, nous reportons sur la Figure 3.7b
une collection ζ∗osc lorsque Cosc et Josc augmentent simultanément tout en conservant fosc.

Dans chaque situation, le taux d’amortissement du montage vaut en moyenne ζ∗osc = 0.014.
Une forte dispersion est cependant observée lorsque la raideur en rotation est modifiée (Fi-
gure 3.7b), où l’écart-type atteint 18 %. Cela pourrait être associé au mauvais alignement des
ressorts dans le montage. Par comparaison, l’écart-type des points de la Figure 3.7a est de
7 % seulement.
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Figure 3.7 – Invariance du taux d’amortissement ζ∗osc. a : Lorsque Josc augmente et Cosc est
fixé. b : Lorsque Josc et Cosc augmentent proportionnellement de manière à conserver fosc.

3.2.2 Exemple d’un drapeau en papier : phénoménologie

Illustrons le phénomène au cœur de ce chapitre, l’accrochage fréquentiel entre un drapeau et
son mât, par un exemple concret. Nous observons l’angle d’oscillation du mât θ(t), Figure 3.8a,
dans les conditions suivantes :

– le drapeau est en papier 120 g/m2 d’épaisseur d = 153 µm,
– le drapeau est de longueur L = 286 mm et de largeur H = 100 mm,
– le mât-oscillateur 1 a une fréquence naturelle fosc = 13.9 Hz (Cosc = 1.4 N.m/rad et
Josc = 1.8 × 10−4 kg.m2),

– condition d’accrochage fréquentiel : nous imposons une vitesse de vent U = 8.6 m/s,
pour laquelle le drapeau flotterait à une fréquence de l’ordre de fosc si le mât était
encastré (d’après les expériences menées au Chapitre 1).

Figure 3.8 – Évolution temporelle de θ(t). a : Rappel de la définition de θ. b : Oscillations
entretenues du mât, induites ici par le couplage vent-drapeau-mât.

Un extrait du signal θ(t) est reporté sur la Figure 3.8b. Nous observons que θ(t) est
quasiment harmonique, caractérisé par un écart-type σθ =

√
< θ2 > − < θ >2 de l’ordre de 3.8o.

Étant donné que la fréquence d’oscillation du drapeau est proche de la fréquence naturelle du

1. Il s’agit ici d’un montage préliminaire où le taux d’amortissement vaut ζ∗osc = 0.005±9% (valeur moyenne
± écart-type sur 4 essais). Pour rappel, en dehors de ce cas particulier, nous avons montré que ζ∗osc ≃ 0.014.
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mât, il n’est pas surprenant qu’un phénomène de type résonance se produise et conduise à des
oscillations crête-à-crête pouvant dépasser 10o.

Signature de l’accrochage fréquentiel

Afin d’étudier précisément ce qu’il se produit lorsque la fréquence de flottement du drapeau
est proche de fosc, nous effectuons vingt mesures de θ(t) pour une vitesse de vent U comprise
entre 5.0 et 11.0 m/s, par incréments de 0.3 m/s.

En guise de référence, nous reportons sur la Figure 3.9a les densités spectrales associées
au moment M(t) de ce même drapeau, dans le cas où le mât est encastré (données du
Chapitre 2). Une couleur foncée indique une fréquence dominante dans le spectre. La fréquence
de flottement de ce drapeau à mât encastré évolue approximativement de manière linéaire (de
10 Hz à 20 Hz) avec la vitesse du vent.

Figure 3.9 – Détection de l’accrochage fréquentiel en termes de densités spectrales de puis-
sance, reportées verticalement et en échelle de couleur logarithmique. a : Densités spectrales
de puissance du moment M(t) du drapeau à mât encastré (référence). Nous voyons une
unique fréquence dominante qui augmente proportionnellement à la vitesse du vent U . b :
Densités spectrales de puissance de θ(t), lors du couplage du drapeau avec un mât-oscillateur.
La fréquence naturelle fosc ≃ 13.9 Hz de l’oscillateur est visible dans les spectres. En parti-
culier, une zone d’accrochage fréquentiel est visible entre U = 8 m/s et U = 9 m/s, où les
oscillations du mât sont plus intenses et restent “accrochées” à la fréquence naturelle fosc.

L’effet du couplage entre le drapeau et son mât-oscillateur est visible sur la Figure 3.9b,
où nous reportons les densités spectrales de puissance successives de θ(t). Entre U = 6 m/s
et U = 8 m/s, la fréquence d’oscillation du mât est quasiment identique à la fréquence de
flottement du drapeau à mât encastré (Figure 3.9a). Cependant, sur la plage de vitesse de
vent U = 8−9 m/s, la fréquence d’oscillation du mât dévie et reste “accrochée” sur la fréquence
naturelle de l’oscillateur (fosc = 13.9 Hz). Une condition de type résonance est donc présente
sur cette plage de vitesse de vent. À partir de U = 9 m/s, nous observons un changement
brusque de la fréquence dominante, qui revient à la fréquence typique du drapeau à mât
encastré.



84

Baisse des fréquences et phénomène d’hystérésis

Sur la Figure 3.10, nous reportons les fréquences dominantes des densités spectrales de
puissance de la Figure 3.9a,b. Nous remarquons ainsi que hors-accrochage, la fréquence do-
minante est généralement plus faible dans le cas couplé que pour un drapeau à mât encastré.
Cette diminution des fréquences semble être associée aux changements des conditions aux
limites du drapeau.

Figure 3.10 – Accrochage fréquentiel sur fosc (zone rose, associée au cas où la vitesse de
vent est croissante). Nous voyons un abaissement systématique de la fréquence du flottement
vis-à-vis du cas encastré (carrés vides). Un phénomène d’hystérésis est observé sur une plage
de vitesse de vent de largeur 0.3 m/s.

Sur la Figure 3.10, nous reportons les fréquences d’oscillation du mât obtenues lorsque
la vitesse du vent croît puis décroît. Nous observons un phénomène d’hystéresis, c’est-à-dire
qu’à vitesse de vent décroissante (triangles roses), l’entrée dans l’état “accroché” se fait à une
vitesse de vent plus faible que celle de la sortie lorsque la vitesse de vent croît (triangles verts).
Dans le cas présent, nous observons une diminution d’environ 30 % de la zone d’accrochage
fréquentiel.

Impact sur l’amplitude des oscillations du mât

Intéressons nous à l’impact de l’accrochage fréquentiel sur l’amplitude des oscillations du
mât. Sur la Figure 3.11a, nous reportons l’évolution de l’écart-type de θ(t) que nous notons
σθ. Lorsque la vitesse de vent augmente de U = 8 m/s à U = 9 m/s, ce qui correspond à
la zone d’accrochage fréquentiel, l’amplitude des oscillations augmente continûment avant de
chuter d’un facteur 10. À l’opposé, lorsque la vitesse de vent décroît, l’accrochage fréquentiel
n’est pas rétabli à U = 9 m/s (phénomène d’hystérésis). Cela donne un aspect “replié” à la
courbe de résonance de la Figure 3.11a.

Cet aspect “replié” fait légitimement penser à une résonance non-linéaire (de type oscillateur
de Duffing ; voir Nayfeh & Mook, 1995). Cependant, lorsque nous traçons σθ en fonction de
la fréquence de flottement du drapeau (couplé), Figure 3.11b, nous retrouvons une allure
classique de courbe de résonance. Cela suggère donc plutôt que la réponse du mât-oscillateur
est “linéaire” (au sens proposé par de Langre, 2006, dans le contexte des vibrations induites
par détachement tourbillonnaire) bien qu’il soit excité de manière non-linéaire (voir la relation
entre la fréquence du flottement du drapeau couplé et la vitesse de vent sur la Figure 3.10).
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Figure 3.11 – Évolution des fluctuations de θ(t), caractérisées par l’écart-type σθ (voir Fi-
gure 3.8). a : L’aspect de σθ en fonction de la vitesse du vent présente un repliement, ce
qui peut suggérer une dynamique d’oscillateur non-linéaire. b : Cependant, une allure de
résonance classique (pic non replié) est recouvrée lorsque σθ est tracée en fonction de f , la
fréquence d’oscillation du drapeau couplé. Les pointillés sont des guides pour les yeux, sans
valeur expérimentale.

Impact sur le flottement du drapeau

Intéressons nous également à l’impact de l’accrochage fréquentiel sur la dynamique du dra-
peau. Sur la Figure 3.12a, nous reportons la fréquence d’oscillation du drapeau mesurée via des
enregistrements vidéos du mouvement du bord de fuite à la caméra rapide 2. Nous voyons qu’à
l’accrochage fréquentiel, le drapeau oscille à la fréquence naturelle fosc = 13.9 Hz, tout comme
le mât-oscillateur auquel il est attaché (Figure 3.10). Par conséquent, à la différence d’une
résonance classique, la fréquence d’excitation dictée par le drapeau n’est pas indépendante de
la dynamique du mât-oscillateur. Nous avons bien affaire à un système couplé.

Figure 3.12 – Rétroaction du mât sur le drapeau. a : La fréquence de flottement du drapeau
est également accrochée à fosc sur la gamme de vitesse de vent U = 8−9 m/s. b : L’amplitude
de flottement crête-à-crête 2A est peu modifiée par le couplage du drapeau avec le mât-
oscillant.

Afin de savoir si il y a une forte rétroaction du mât-oscillateur sur le drapeau, nous reportons

2. En effet, nous avons jusqu’à présent seulement reporté les mesures de fréquences d’oscillation du mât,
et non les fréquences d’oscillation du drapeau.
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sur la Figure 3.12b l’amplitude de flottement 2A sur la gamme de vitesse de vent U = 7−11 m/s.
Nous la comparons à l’amplitude de flottement dans le cas où le mât est encastré (données du
Chapitre 2). Nous voyons que pour cet exemple, il n’y a pas de forte rétroaction sur l’amplitude
de flottement, qui varie au plus de 10 % par rapport au cas de référence.

3.2.3 Exemple d’un drapeau en acier : reproductibilité

Analysons une seconde situation de couplage, avec cette fois-ci un drapeau plus rigide et
un mât-oscillateur plus souple que précédemment. Le drapeau choisi pour cet essai est en acier
d’épaisseur 54 µm, de longueur 150 mm et de largeur 100 mm. L’oscillateur a une fréquence
naturelle fosc = 8.2 Hz (avec Cosc = 0.28 N.m/rad, Josc = 1.0 × 10−4 kg.m2 et ζ∗osc = 0.014).
Aussi, pour vérifier la reproductibilité du phénomène d’accrochage fréquentiel, nous réalisons
trois essais dans les mêmes conditions de drapeau et d’oscillateur, en renouvelant le drapeau
entre chaque essai.

Sur la Figure 3.13a, nous reportons les mesures successives de l’écart-type σθ de l’angle
de rotation θ(t) du mât-oscillateur. Les points obtenus à vitesse croissante et à vitesse dé-
croissante sont superposés afin de mettre en évidence le phénomène d’hystérésis. Sur la Fi-
gure 3.13b, nous reportons les fréquences dominantes associées. Nous voyons que le phénomène
d’accrochage fréquentiel est présent sur toute la gamme de vitesse de vent U = 5.1− 7.2 m/s.

Figure 3.13 – Essais de reproductibilité. La zone rose correspond à la zone d’accrochage
fréquentiel. a : Évolution de σθ avec la vitesse du vent. b : Fréquence dominante d’oscilla-
tion du mât. La fréquence naturelle de l’oscillateur est indiquée par la droite horizontale en
pointillés (fosc = 8.2 Hz).

Une valeur identique du maximum de σθ est retrouvée dans chaque essai (≃ 11.2o avec une
erreur de seulement 4 %). Aussi, la largeur de la zone d’accrochage fréquentiel est sensiblement
conservée entre chaque essai. En revanche, la vitesse de vent critique du déclenchement du
flottement est variable (écart de 10 %), ce qui est attribuable à la variabilité des défauts de
planéité à l’encastrement, comme discuté au Chapitre 1.

Enfin, nous voyons clairement sur ces exemples que la fréquence d’oscillation du mât se
rapproche de fosc par valeurs inférieures. Cela constitue une différence avec les phénomènes
d’accrochages fréquentiels généralement reportés dans le contexte des vibrations induites par
détachement tourbillonnaire (voir la Figure 4 de Khalak & Williamson, 1999 ; voir aussi le
cas étudié par Amandolese & Hémon, 2010, avec un accrochage par valeurs inférieures de
fréquence).

Au final, la comparaison entre cette situation (drapeau en acier, fosc = 8.2 Hz) et la
situation de la Section 3.2.2 (drapeau en papier, fosc = 13.9 Hz) montre que l’écart-type
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maximal σmax
θ peut varier fortement (ici de 3.8o à 11.2o) lorsque les paramètres du drapeau et

de l’oscillateur sont modifiés. Nous nous proposons donc d’étudier plus précisément l’influence
de chacun des paramètres du couplage. L’objectif sera de comprendre ce qui détermine σmax

θ

et ce qui régule la largeur de la zone d’accrochage. Dans un premier temps, nous étudions
l’effet de la longueur de drapeau sur le couplage, puis dans un second temps nous ferons varier
les paramètres de l’oscillateur et du drapeau simultanément.
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3.3 Les effets de la longueur du drapeau

Dans cette section, nous nous focalisons sur les effets de la longueur de drapeau lorsque
le mât-oscillateur n’est pas modifié. Pour cela, nous réalisons une série d’expériences où la
longueur L du drapeau est variée dans la gamme L = 70− 290 mm par incréments de 10 mm.
Nous nous placerons dans un premier temps au seuil de l’instabilité (de type U−

c ), puis dans
un second temps nous évaluerons la largeur de la zone d’accrochage fréquentiel au-delà du
seuil de l’instabilité. Le drapeau est en papier 120 g/m2 d’épaisseur d = 153 µm et de largeur
H = 100 mm. Le mât-oscillateur à l’étude a pour raideur Cosc = 1.1 N.m/rad, pour moment
d’inertie Josc = 7.6 × 10−5 kg.m2 et pour taux d’amortissement ζ∗osc = 0.0014. La fréquence
naturelle de ce mât-oscillateur est fosc = 19.2 Hz.

3.3.1 Accrochages successifs au seuil de l’instabilité

Avec le mât-oscillateur de paramètres fixés (raideur, amortissement, inertie), nous précisons
dans un premier temps les longueurs de drapeau permettant un couplage vent-drapeau-mât.
Pour un montage donné, nous enregistrons l’angle de rotation du mât θ(t) à la vitesse critique
U−
c (notations du Chapitre 1, Section 1.1.3).

Figure 3.14 – Comparaison du cas des drapeaux à “mât-oscillateur”, “mât encastré” et “mât
libre” en termes de densités spectrales de puissance au seuil de l’instabilité, reportées ici
verticalement et en échelle de couleur logarithmique. a : Densités spectrales de puissance
de θ(t) lors du couplage des drapeaux avec le mât-oscillateur de fréquence naturelle fosc =
19.2 Hz. La fréquence fosc est constamment présente. b : Densités spectrales de puissance
du moment M(t) des drapeaux à mât encastré de longueur variant entre L = 70 mm
et L = 290 mm. Ces données ont été également analysées au Chapitre 2, Section 2.2.3
(Figure 2.6b). c : Densités spectrales de puissance de θ(t) pour des drapeaux à mât libre de
longueur variant entre L = 70 mm et L = 290 mm.

Nous reportons les densités spectrales de puissance successives de θ(t) sur la Figure 3.14a.
Une couleur foncée indique une fréquence dominante dans le spectre. Ce diagramme est réalisé
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à partir de vingt-deux longueurs de drapeau couplé au mât-oscillateur en soufflerie. Nous
distinguons trois régions où un accrochage fréquentiel est présent : L ≃ 110−130 mm, L ≃ 160−
210 mm et L ≃ 270− 290 mm. Pour référence, nous reportons sur la Figure 3.14b les densités
spectrales de puissance associées au moment M(t) des drapeaux à mât encastré (données
du Chapitre 2 pour vingt deux longueurs de drapeau). Dans chaque régime de flottement, de
part et d’autre de L ≃ 150 mm, nous retrouvons que la fréquence dominante décroît avec la
vitesse de vent 3. Notons que le cas d’un “drapeau à mât encastré” correspond à une raideur
en rotation infiniment grande, tandis que le cas d’une raideur en rotation nulle est plutôt la
situation d’un “drapeau à un mât libre”. Nous reportons donc également les densités spectrales
de puissance successives de θ(t) pour un drapeau à mât libre sur la Figure 3.14c (pour vingt
deux longueurs de drapeau différentes). Cette configuration est réalisée expérimentalement en
retirant les ressorts du montage (la barre d’inertie est conservée).

Dans le cas d’un drapeau à mât libre, nous remarquons que l’intensité des pics des densités
spectrales de puissance est beaucoup plus faible que dans le cas d’un drapeau couplé. Aussi,
l’allure générale des densités spectrales de puissance avec un mât encastré est proche du
cas d’un mât libre. En toute généralité, nous pourrions utiliser l’une de ces deux situations
asymptotiques pour discuter la dynamique du mât-oscillateur qui est un cas de raideur en
rotation intermédiaire.

Sur la Figure 3.15a, nous reportons les fréquences dominantes de la Figure 3.14a (drapeau
couplé), de la Figure 3.14b (drapeau à mât encastré) et de la Figure 3.14c (drapeau à mât
libre). Nous voyons clairement que la fréquence du mât-oscillateur a tendance à s’accrocher à
la fréquence naturelle fosc = 19.2 Hz lorsque le drapeau flotte à une fréquence proche. Nous
voyons aussi que les valeurs de fréquences obtenues dans le cas d’un drapeau couplé ne sont
pas juste intermédiaires entre les fréquences d’un drapeau à mât libre et d’un drapeau à mât
encastré. Ces résultats sont en accord avec l’analyse de Gibbs et al. (2012) qui a étudié le cas
analogue d’un drapeau à raideur d’encastrement variable.

Figure 3.15 – Trois régions distinctes d’accrochage fréquentiel. a : Superposition des données
relatives au mât-oscillateur, mât encastré et mât libre. Les régions roses correspondent aux
différents accrochages fréquentiels. b : Amplitude de rotation du mât, caractérisée par l’écart-
type σθ. Le maximum est ici atteint pour L ≃ 190 mm. Les flèches indiquent les maxima
locaux de σθ.

Sur la Figure 3.15b, nous constatons que les trois accrochages fréquentiels s’accompagnent
de maxima d’écart-types σθ =

√
< θ2 > − < θ >2, ce qui suggère qu’il y a un couplage entre le

drapeau et son mât pour seulement quelques longueurs de drapeau. Aussi, nous voyons à partir

3. Au Chapitre 1, Section 1.4, il a été vu comment déterminer la pente de la décroissance.
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des vidéos à la caméra rapide que la valeur maximale de σθ correspond à un flottement à deux
nœuds à L = 190 mm (voir aussi Chapitre 1, Section 1.1.4, avec le même drapeau sur un mât
encastré). Ce lieu du maximum peut s’expliquer par la conjonction du fait que (1) la fréquence
du flottement pour L = 190 mm est proche de la fréquence naturelle de l’oscillateur et (2) à la
transition entre les régimes de flottement pour L ≃ 160 − 200 mm, le moment généré autour
du mât du drapeau est élevé (voir Chapitre 2, Section 2.2.2, avec le même drapeau sur un
mât encastré).

3.3.2 La déstabilisation du drapeau favorisée par le couplage

Dans nos essais en soufflerie, la vitesse critique de flottement obtenue avec un mât-oscillant
semble généralement inférieure à celle obtenue avec un mât encastré (respectivement 5.9 m/s
et 6.4 m/s sur l’axe des abscisses de la Figure 3.9 à la Section 3.2.2 par exemple). Cela suggère
que l’accrochage fréquentiel a un effet favorable sur la déstabilisation du drapeau. Pour avoir
davantage de données à ce sujet, nous comparons les vitesses critiques Uc (de type U−

c ) entre
les cas d’un mât encastré, d’un mât-oscillateur et d’un mât libre pour les différentes longueurs
de drapeau de la Section 3.3.1. Les résultats de ces mesures sont reportés sur la Figure 3.16.

Figure 3.16 – Flottement favorisé par accrochage fréquentiel. La vitesse critique de flottement
est du même ordre de grandeur dans les trois cas, hormis à la transition entre le régime de
flottement à un nœud et celui à deux nœuds.

En général, les vitesses critiques sont toutes du même ordre de grandeur. Cependant, la
présence du mât-oscillateur tend à favoriser les changements de régimes permettant d’accro-
cher fosc. C’est le cas pour L = 160 mm où le flottement est déclenché à U ≃ 8 m/s au lieu
de U ≃ 13 m/s dans le cas d’un drapeau à mât encastré ou à mât libre.

3.3.3 Au-delà du seuil : la largeur de l’accrochage fréquentiel

D’un point de vue expérimental, définir la largeur de l’accrochage fréquentiel est délicat.
Arbitrairement, nous la définissons comme la plage de vitesse de vent [U1, U2] telle que
σθ(U1) = 0.4o et σθ(U2) = σmax

θ . Cette construction est schématisée sur la Figure 3.17.
En soufflerie, nous recherchons la vitesse de vent U1 à partir de laquelle σθ dépasse 0.4o

pour chaque longueur de drapeau. Nous recherchons ensuite la vitesse de vent U2 donnant
l’écart-type maximum σmax

θ . La largeur de l’accrochage fréquentiel ainsi définie ∆U = U2 −U1

est représentée par la zone bleutée sur la Figure 3.18a. Dans chaque régime de flottement
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Figure 3.17 – Définition graphique de la largeur de l’accrochage fréquentiel. Elle est désignée
par ∆U = U2 −U1.

séparés par L ≃ 160 mm, nous voyons que ∆U = U2 − U1 diminue lorsque la longueur du
drapeau augmente (tant que U1 est plus grand que U−

c ). Aussi, la valeur du maximum de σθ
diminue fortement lorsque la longueur du drapeau augmente dans chaque régime de flottement
(Figure 3.18b). Pour L < 120 mm sur la Figure 3.17b, il n’y a plus véritablement d’accrochage
fréquentiel car la fréquence de flottement du drapeau est plus élevée que la fréquence naturelle
d’oscillation du mât.

Figure 3.18 – Largeur de l’accrochage fréquentiel. a : Lieu des vitesses U1 et U2 (losanges
noirs), en comparaison avec la vitesse critique U−

c (ronds rouges). La zone bleutée correspond
à la largeur de l’accrochage fréquentiel. b : Maxima de σθ lorsqu’il y a accrochage fréquentiel.

En conclusion, nous voyons que pour maximiser à la fois la largeur de la zone d’accrochage
fréquentiel et les valeurs de l’amplitude de rotation dans cette situation, il est préférable de
paramétrer un accrochage fréquentiel proche de U = U−

c , par valeurs supérieures. Dans les
sections suivantes, nous utiliserons des conditions de vent, drapeau et mât qui nous placerons
toujours proche du seuil de l’instabilité d’un drapeau de référence à mât encastré, pour lequel
nous pourrons utiliser les données du Chapitre 1 et du Chapitre 2.
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3.4 Paramétrage du mât au seuil de l’instabilité

Dans cette section, nous réalisons des campagnes de mesures au seuil du flottement desti-
nées à caractériser les rôles de la raideur en rotation du mât, de l’inertie du mât, ainsi que des
dimensions du drapeau. Nous ajustons soigneusement la fréquence naturelle du mât-oscillateur
pour qu’elle soit confondue avec la fréquence critique de flottement du drapeau à mât encastré
(à U = U−

c , avec les notations du Chapitre 1, Section 1.1.3). Nous réaliserons ces mesures avec
des drapeaux en acier qui sont, à la Section 3.2, ceux qui nous ont permis d’obtenir les plus
grandes amplitudes de rotation.

3.4.1 Comment fixer la fréquence naturelle du mât ?

Dans un premier temps, nous réalisons une série d’expériences permettant de distinguer le
rôle de Cosc et de 1/Josc lorsque la fréquence fosc est fixée. En effet, pour une même fréquence
naturelle de mât fosc =

√
Cosc/Josc/2π, nous pouvons avoir différents couples de raideur en

rotation Cosc et de moment d’inertie Josc. En faisant augmenter ou diminuer Cosc et Josc de
manière proportionnelle, nous observons l’impact de ces deux paramètres tout en conservant
fosc.

Le drapeau utilisé est en acier d’épaisseur d = 54 µm, de longueur L = 150 mm et de
largeur H = 100 mm (Annexe A). La fréquence critique de ce drapeau lorsqu’il est encastré
est f encc = 8.2 Hz. En utilisant les résultats des chapitres précédents, nous paramétrons une
“résonance” proche du seuil de l’instabilité de flottement, c’est-à-dire que le mât-oscillateur
doit posséder une fréquence naturelle très proche et légèrement supérieure à f encc . Le seuil de
flottement est ici estimé par rapport au cas du drapeau à mât encastré. Nous ajustons la raideur
en rotation Cosc et le moment d’inertie Josc de manière à réaliser de 5 manières différentes
un oscillateur de même fréquence naturelle fosc ≃ 8.4 Hz et de même taux d’amortissement
ζ∗osc ≃ 1.4×10−2 (voir les données de la Figure 3.7b, Section 3.2.1). Les caractéristiques de ces
mâts sont reportées dans le Tableau 3.2.

montage 1 montage 2 montage 3 montage 4 montage 5
Cosc (N.m/rad) 0.28 0.32 0.62 0.81 2.3
Josc (kg.m2) 1.0 × 10−4 1.1 × 10−4 2.2 × 10−4 2.9 × 10−4 8.4 × 10−4

fosc conservé (Hz) 8.4 8.4 8.4 8.3 8.4
(fosc − f encc )/f encc conservé 2 % 2 % 2 % 2 % 2 %

Tableau 3.2 – Caractéristiques des mâts utilisés pour les expériences de la Figure 3.19.

Sur la Figure 3.19a, nous reportons l’évolution de l’écart-type σθ =
√
< θ2 > − < θ >2 en

fonction de la vitesse de vent. Les mesures à vitesse de vent croissante et décroissante sont
superposées. Nous voyons que plus la raideur du mât Cosc est élevée, plus les oscillations
sont de faible amplitude. Pour Cosc = 0.28 N.m/rad, nous avons σmax

θ ≃ 11.2o, tandis qu’avec
Cosc = 2.3 N.m/rad, nous avons σmax

θ ≃ 2.9o. Notons que le montage 3 ne suit pas la tendance
générale, mais l’écart de 5 % commis en termes d’angle est du même ordre de grandeur que les
écarts observés lors des essais de reproductibilité (Section 3.2.3). Par ailleurs, la zone de vitesse
de vent où de fortes oscillations sont observées s’élargit d’environ 50 % lorsque la raideur du
mât Cosc est divisée par 10.
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Figure 3.19 – Rotation du mât en fonction de la vitesse du vent pour différents couples
(Cosc, Josc) tout en conservant fosc =

√
Cosc/Josc/2π (Tableau 3.2). Les données obtenues

à vitesse de vent croissante et décroissante sont superposées. a : Évolution de l’écart-type
σθ de l’angle de rotation. b : Évolution de la fréquence f d’oscillation du mât.

Sur la Figure 3.19b, nous reportons l’évolution de la fréquence d’oscillation du mât en
fonction de la vitesse de vent. Nous notons que plus la raideur du mât Cosc est élevée, plus
la zone d’accrochage fréquentiel est restreinte. Pour Cosc = 0.28 N.m/rad, la plage d’influence
de l’oscillateur est U = 5.5 − 7.2 m/s, tandis qu’avec Cosc = 2.3 N.m/rad, il devient difficile
de conclure sur l’existence d’un accrochage fréquentiel (pas de déviation apparente des fré-
quences). Lorsque le système quitte le régime accroché, nous voyons clairement que toutes les
données se regroupent (indépendamment du type de mât) et évoluent proportionnellement à
la vitesse du vent, ce qui rappelle le cas des drapeaux à mât encastré.

3.4.2 Effet de l’inertie du mât

Dans ce qui suit, nous “longeons” le seuil de l’instabilité avec un drapeau de longueur
variable tout en conservant une condition d’accrochage fréquentiel entre le drapeau et le mât-
oscillateur. Pour cela, nous cherchons à conserver (fosc − f encc )/f encc , où f encc est la fréquence
critique de flottement du drapeau à mât encastré.

Le drapeau est en acier d’épaisseur d = 54 µm, de largeurH = 100 mm et de longueur variée
entre L = 141 mm et L = 190 mm. Lorsque la longueur du drapeau est augmentée, la fréquence
critique f encc diminue en raison double (Chapitre 1) et nous devons modifier le mât-oscillateur
en augmentant le moment d’inertie Josc pour faire diminuer fosc =

√
Cosc/Josc/2π, et ainsi

conserver la condition d’accrochage fréquentiel au seuil de l’instabilité fosc ≃ f encc . En pratique,
pour augmenter le moment d’inertie Josc, nous disposons des petites masses supplémentaires le
long de la barre d’inertie. Notons que le taux d’amortissement ζ∗osc = 1.4×10−2 n’est quasiment
pas impacté par le changement d’inertie (voir les données de la Figure 3.7a, Section 3.2.1).
Les paramètres des quatre montages réalisés sont reportés dans le Tableau 3.3.

Sur la Figure 3.20a, nous reportons l’évolution de σθ en fonction de la vitesse du vent.
Dans chaque situation, nous observons un accroissement relativement régulier de σθ jusqu’à
une valeur maximale, suivi d’abord d’une légère diminution puis d’une très forte diminution.
Notons que dans le cas du montage 1, un minimum local de σθ est visible pour U ≃ 4 m/s. A
priori, l’explication la plus rationnelle est qu’il y ait une transition de régime de flottement à
cette vitesse de vent. Les enregistrements vidéos effectués ne permettent pas de conclure avec
certitude.
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montage 1 montage 2 montage 3 montage 4
Cosc (N.m/rad) 0.32 0.32 0.32 0.32
Josc (kg.m2) 3.1 × 10−4 1.8 × 10−4 1.1 × 10−4 9.2 × 10−5

fosc (Hz) 5.0 6.4 8.5 9.2
L (mm) 190 170 150 141
(fosc − f encc )/f encc conservé 2 % 3 % 3 % 2 %

Tableau 3.3 – Caractéristiques des montages utilisés pour les expériences de la Figure 3.20.

Figure 3.20 – Rotation du mât en fonction de la vitesse du vent pour différents couples (L,
Josc) tout en maintenant fosc ≃ f enc

c (Tableau 3.3). Les données obtenues à vitesse de vent
croissante et décroissante sont superposées. a : Évolution de l’écart-type σθ de l’angle de
rotation. b : Évolution de la fréquence f d’oscillation du mât.

Sur la Figure 3.20b où sont reportés les fréquences dominantes du mât, nous constatons
que le maximum de σθ est atteint lorsque la fréquence du mât est de l’ordre de la fréquence
naturelle fosc. La fréquence d’oscillation du mât s’écarte fortement de loi f ∼ U propre au
flottement des drapeaux à mât encastré. Nous voyons également que la fréquence d’oscillation
du mât tend systématiquement vers fosc par valeurs inférieures, avant de présenter un saut
typique du départ du régime accroché. Plus l’inertie du mât Josc est élevée, plus σmax

θ est faible.
Pour autant, la largeur de la zone d’accrochage fréquentiel est peu touchée par le changement
d’inertie dans cette gamme de paramètres.

3.4.3 Effet de la raideur du mât

Nous réalisons la même expérience que précédemment, mais cette fois en conservant le
moment d’inertie et en augmentant la raideur en rotation du mât. À nouveau, quatre montages
sont réalisés et les expériences se déroulent au seuil de l’instabilité fosc ≃ f encc .

La longueur du drapeau est variée entre L = 144 mm et L = 181 mm. Lorsque la longueur
du drapeau est augmentée, la fréquence critique f encc diminue et pour conserver fosc ≃ f encc nous
devons modifier le mât-oscillateur en diminuant la raideur en rotation Cosc, ce qui fait diminuer
fosc =

√
Cosc/Josc/2π. En pratique, pour diminuer la raideur en rotation Cosc, nous changeons

le type des ressorts ou bien nous en disposons plusieurs en série. Le taux amortissement
ζ∗osc = 1.4 × 10−2 est relativement peu impacté par la modification de la raideur en rotation
(Figure 3.7, Section 3.2.1). Les paramètres des quatre montages réalisés sont reportés dans le



95

Tableau 3.4.

montage 1 montage 2 montage 3 montage 4
Cosc (N.m) 0.28 0.32 0.62 0.81
Josc (kg.m2) 2.2 × 10−4 2.2 × 10−4 2.2 × 10−4 2.2 × 10−4

fosc (Hz) 5.9 6.6 7.7 9.3
L (mm) 181 170 153 144
(fosc − f encc )/f encc conservé 3 % 3 % 3 % 2 %

Tableau 3.4 – Caractéristiques des montages utilisés pour les expériences de la Figure 3.21.

Sur la Figure 3.21a, nous reportons l’évolution de σθ en fonction de la vitesse du vent. Pour
chaque montage, l’évolution de σθ avec la vitesse du vent U est semblable à celle observée à
la Section 3.4.2 : un accroissement relativement régulier suivi d’un plateau puis une très forte
diminution. Plus la raideur en rotation Cosc du montage est élevée, plus σmax

θ est faible.

Figure 3.21 – Rotation du mât en fonction de la vitesse du vent pour différents couples (L,
Cosc) tout en maintenant fosc ≃ f enc

c (Tableau 3.4). Les données obtenues à vitesse de vent
croissante et décroissante sont superposées. a : Évolution de l’écart-type σθ de l’angle de
rotation. b : Évolution de la fréquence f d’oscillation du mât.

De même, en termes de fréquences, Figure 3.21b, nous voyons systématiquement un ac-
crochage fréquentiel par valeurs inférieures à fosc, puis un décrochage lorsque f = fosc. La
largeur de l’accrochage fréquentiel semble peu modifiée dans cette gamme de paramètres.

3.4.4 Effet de l’épaisseur du drapeau

Dans l’optique d’obtenir de grandes oscillations du mât, nous pouvons analyser l’impact
du module de flexion du drapeau EI en augmentant l’épaisseur du drapeau qui y intervient
au cube. Nous réalisons trois montages avec des drapeaux en acier d’épaisseur croissante,
respectivement d = 54 µm d = 77 µm d = 103 µm. Pour que l’effet de maximisation de σ∗osc
soit le plus prononcé possible, nous utilisons le moment d’inertie le plus faible possible (barre
en fibre de carbone) et la raideur en rotation du mât la plus faible possible également (quatre
ressorts en série de part et d’autre du mât). Lorsque nous augmentons l’épaisseur du drapeau,
nous augmentons aussi la longueur du drapeau pour conserver la relation fosc ≃ f encc (i.e. la
condition d’accrochage fréquentiel au seuil de l’instabilité).
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montage 1 montage 2 montage 3
Cosc (N.m) 0.28 0.28 0.28
Josc (kg.m2) 1.0 ×10−4 1.0 ×10−4 1.0 ×10−4

fosc (Hz) 8.2 8.2 8.2
d (µm) 54 77 103
L (mm) 154 205 225
(fosc − f encc )/f encc conservé 4 % 5 % 3 %

Tableau 3.5 – Caractéristiques des montages utilisés pour les expériences de la Figure 3.22.

Sur la Figure 3.22a, nous reportons les valeurs de σθ pour trois montages avec des épaisseurs
de drapeau différentes. Plus l’épaisseur est grande, plus l’amplitude des oscillations du mât est
grande. L’augmentation est tellement forte pour le montage 3 que nous atteignons les limites
du montage à partir de U = 10 m/s : les ressorts sont très fortement étirés et très fortement
compressés ; le drapeau touche les parois de la soufflerie.

Figure 3.22 – Rotation du mât en fonction de la vitesse du vent pour différents couples (L,
d) tout en maintenant fosc ≃ f enc

c (Tableau 3.5). Les données obtenues à vitesse de vent
croissante et décroissante sont superposées. a : Évolution de l’écart-type σθ de l’angle de
rotation. La zone hachurée où la rotation du mât dépasse 90o crête-à-crête correspond à la
limite physique du montage. b : Évolution de la fréquence f d’oscillation du mât.

Enfin, en termes de fréquence d’oscillation, Figure 3.22b, il apparaît que la largeur de
l’accrochage fréquentiel croît globalement avec l’épaisseur du drapeau.

3.4.5 Quid de la puissance mécanique ?

Il est tout à fait légitime de se demander si les systèmes à l’étude sont des bons candidats
pour la récupération d’énergie du vent, comme par exemple si nous fixons un alternateur sur le
mât-oscillateur 4. Afin d’apporter des éléments de réponse quantitatifs, nous nous proposons
d’évaluer la puissance mécanique < Pméca > transmise au mât en rotation.

4. Une idée possible serait de fixer le mât-oscillateur à un moteur à courant continu fonctionnant en
génératrice, lequel pourrait ainsi directement délivrer un courant alternatif.
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L’ordre de grandeur de la puissance mécanique

Par définition :
< Pméca >= lim

T→+∞

1

T ∫
T

0
M(t)

dθ

dt
(t)dt, (3.2)

où θ(t) =
√

2σθ sin(ω1t) est l’angle de rotation du mât et M(t) =
√

2σM sin(ω2t + ϕ) est
le moment appliqué au mât par le drapeau flottant, déphasé de ϕ inconnu. Nous savons
uniquement que si ϕ = 0 et ω1 = ω2 alors < Pméca >= 0, ce qui n’est pas souhaitable. Pour
déterminer M(t) en toute généralité, la représentation du mât suggérée à la Section 3.2.1
peut-être utilisée avantageusement :

M(t) = Josc(θ̈ + 2ζ∗oscωoscθ̇ + ω
2
oscθ),

où ωosc =
√
Cosc/Josc. Ainsi, dans la situation d’un accrochage fréquentiel, l’équation (3.2) se

simplifie via ω1 ≃ ω2 ≃ ωosc :
< P accro

méca >= 2Coscζ
∗
oscωoscσ

2
θ . (3.3)

Cette expression permet de voir qu’il est nécessaire d’avoir de grands angles de rotation
du mât pour obtenir une puissance mécanique raisonnable. Notons que la forme classique des
courbes de puissance en cloche (voir par exemple Singh et al., 2012 ; Grouthier, 2013) vient du
fait que σ2

θ dépende également du taux d’amortissement ζ∗osc. Nous reviendrons sur ce point à
la section suivante.

Avec les valeurs du drapeau en papier de la Section 3.2.2, il vient < P accro
méca >≃ 6 mW. Avec

les valeurs du drapeau en acier de la Section 3.2.3, il vient < P accro
méca >≃ 15 mW. Enfin, avec

les valeurs précédentes d’un drapeau en acier dont le mât tourne de 80o crête-à-crête, Cosc ≃

0.28 N.m/rad, ζ∗osc ≃ 0.014, f1 ≃ f2 ≃ fosc ≃ 8.2 Hz et σθ ≃ 27o il vient < P accro
méca >≃ 90 mW.

Les valeurs de puissance générée par ce dispositif sont donc très encourageantes. Notons
qu’il est ici question de puissance mécanique : un calcul de puissance complet devrait aussi
intégrer les pertes dues à la conversion en énergie électrique.

L’efficacité de la récupération d’énergie

Par analogie avec les définitions d’efficacité du secteur éolien (voir Leconte et al., 2012 ;
Martin, 2012), l’efficacité du dispositif à l’accrochage fréquentiel peut se voir comme le rapport
entre la puissance mécanique < P accro

méca > et le débit d’énergie cinétique passant par le domaine
spatial visité par le drapeau (noté Pref). Cette définition est également adoptée pour l’étude
de la récupération d’énergie via drapeaux piézoélectriques par Xia (2012) ; Michelin & Doaré
(2013).

En notant H la largeur du drapeau, A l’amplitude de flottement, ρa la masse volumique
de l’air et U la vitesse du vent, il vient Pref = ρaHAU3. L’efficacité ainsi définie s’écrit :

η =
< P accro

méca >

Pref
=

2Coscζ∗oscωoscσ2
θ

ρaHAU3
.

Avec une valeur typique de puissance mécanique < P accro
méca >≃ 100 mW et pour ρa ≃

1.2 kg/m3, U ≃ 10 m/s, A ≃ 0.08 m et H = 0.1 m nous obtenons un Pref de l’ordre du
Watt et une efficacité η de quelques pourcents. Cela signifie que le dispositif étudié extrait
quelques pourcents de l’énergie cinétique transportée par vent. En tant que telle, cette ef-
ficacité est beaucoup plus faible que celle des éoliennes modernes qui est plutôt de l’ordre
de 40 % (Martin, 2012). Rappelons aussi qu’il y a une limite physique d’efficacité η ≃ 59 %
de récupération d’énergie par turbine (limite de Betz) qui s’applique de même au cas de la
récupération d’énergie par drapeau.
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3.5 Éléments de modélisation

Nous nous proposons de construire progressivement un modèle minimal permettant d’in-
terpréter les mesures d’amplitudes de rotation du mât de la Section 3.4.

3.5.1 Les indices de l’analyse dimensionnelle

Nous sommes en présence d’une triple interaction entre le vent, le drapeau et son mât, si
bien que les paramètres du problème ne sont pas intuitifs de prime abord. Afin de déterminer
quels sont les paramètres pertinents, une analyse dimensionnelle est indispensable. Sur la
Figure 3.23, nous commençons par faire le bilan des variables intervenant dans le problème.

Figure 3.23 – Bilan des variables intervenants dans le couplage vent-drapeau-mât

Étape 1 : le couplage partiel vent-drapeau

En ce qui concerne l’interaction vent-drapeau étudiée au Chapitre 1 et au Chapitre 2, nous
répertorions 7 variables (ρair, U , ρs, E, L, H et d), avec cependant ρair qui est imposée par les
conditions climatiques. Les 6 variables restantes font intervenir 3 dimensions fondamentales qui
sont la masse, la longueur et le temps. Nous déduisons du théorème de Vaschy-Buckingham
qu’il existe 3 paramètres sans dimension permettant de décrire le problème exhaustivement
(voir Sonin 2003). Nous les avons déjà mis en évidence au Chapitre 1, il s’agit (choix non
unique) de la masse ajoutée adimensionnée m∗, du rapport d’aspect H∗ et de la vitesse de
vent adimensionnée U∗, définis respectivement par :

m∗ =
π

4

ρaL

ρsd
masse ajoutée adimensionnée,

H∗ =
H

L
rapport d’aspect,

U∗ = U/
⎛

⎝

√
E

12ρs

d

L

⎞

⎠
vitesse de vent adimensionnée.

Aussi, nous avons proposé au Chapitre 1 que m∗ pouvait contenir en première approxima-
tion les effets du rapport d’aspect H∗, en faisant le lien entre le modèle de drapeau élancé et
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trapu. Cela nous a conduit à la masse ajoutée effective adimensionnée m∗
e , définie par :

m∗
e =

1

1 + 1.84H∗
m∗ masse ajoutée effective adimensionnée.

Étape 2 : le couplage complet

Pour étudier la triple interaction vent-drapeau-mât, nous devons prendre en compte les
caractéristiques du mât-oscillateur, c’est-à-dire :

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Josc son inertie de rotation [kg.m2],
Zosc son amortissement [kg.m2/s],
Cosc sa raideur en rotation [kg.m2/s2].

L’introduction de ces nouveaux paramètres, linéairement dépendants des précédents en
termes de dimension, implique d’introduire 3 nouveaux paramètres sans dimension. Deux
d’entre eux sont très naturels et ont été introduits de manière canonique à la Section 3.2.1. Il
s’agit de la pulsation naturelle réduite ω∗osc et du taux d’amortissement ζ∗osc, définis respecti-
vement par :

ω∗osc =
ωoscL

U
pulsation naturelle réduite,

ζ∗osc =
Zosc

2
√
CoscJosc

taux d’amortissement.

Pour déterminer le dernier paramètre, nous pouvons nous intéresser à l’origine physique
du couplage entre le drapeau et son mât. En particulier, d’après l’analyse dimensionnelle
précédente, la connaissance de ωosc =

√
Cosc/Josc ne permet pas de différencier le rôle de Cosc

et de 1/Josc dans le couplage du drapeau avec son mât.

3.5.2 Écriture du problème couplé linéarisé

D’après le Chapitre 1, nous savons qu’un drapeau flottant génère sur son mât un moment
M(t) proportionnel à la courbure Co(t) à l’encastrement sur le mât. Ainsi, le mât du drapeau
est caractérisé par une équation de type oscillateur forcé :

Joscθ̈ +Zoscθ̇ +Coscθ =M(t). (3.4)

Dans le cas d’un drapeau dont le bord d’attaque réalise de petites rotations (∂xy∣x=0 ≪ 1),
M(t) peut être linéarisé sous la forme M(t) = EI∂2xy∣x=0. En normalisant les équations du
drapeau (modèle élancé, Chapitre 1) et du mât (modèle d’oscillateur, équation (3.4)) par le
temps de passage de l’air le long du drapeau L/U , le couplage s’écrit sous la forme d’un
système d’équations couplées :

1

U∗2

∂4y∗

∂x∗4
+
∂2y∗

∂t∗2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

drapeau

= m∗(
∂

∂t∗
+

∂

∂x∗
)2y∗

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vent

, (3.5)

1

ω∗2osc
θ̈ +

2ζ∗osc
ω∗osc

θ̇ + θ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
mât

=
EI

Cosc

A

L2

∂2y∗

∂x∗2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

drapeau

∣
x=0
. (3.6)
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Dans le dernier membre de ce système d’équations, nous reconnaissons le moment typique
EIA/L2 généré par les modes de flottement (Chapitre 2). Pour rappel, nous avons vu que le
moment généré par un second mode de poutre s’écrit :

σ
(2)
M =

1
√

2
EI ∣κ2L∣

2

²
=21.9

A

L2
.

Nous définissons une raideur en rotation normalisée par le moment typique EIA/L2 :

C∗
osc =

Cosc

EI

L2

A
raideur en rotation adimensionnée.

Comme attendu, ce dernier paramètre porte à 6 le nombre des paramètres sans dimension
régissant le couplage vent-drapeau-mât (avec m∗, H∗, U∗, ω∗osc et ζ∗osc).

Relation entre y(x, t) et θ(t)

Pour mettre en évidence le rôle de condition aux limites qu’a l’équation (3.6) envers
l’équation (3.5), nous exprimons y(x, t) en fonction de l’angle Θ(x, t) que fait le drapeau en
x avec la direction du vent (voir la Figure 3.24). Nous avons Θ(0, t) = θ(t) et :

Θ(x, t) =
∂y

∂x
(x, t), c’est-à-dire Θ(x∗, t∗) =

A

L

∂y∗

∂x∗
(x∗, t∗).

Figure 3.24 – Définition de l’angle Θ(x, t). Cette convention permet de comprendre la nature
de la condition au limite du mât.

Le système d’équations couplées précédent devient alors :

1

U∗2

∂4Θ

∂x∗4
+
∂2Θ

∂t∗2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

drapeau

= m∗(
∂

∂t∗
+

∂

∂x∗
)2Θ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vent

, (3.7)

1

ω∗2osc

∂2Θ

∂t∗2
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2ζ∗osc
ω∗osc

∂Θ

∂t∗
(0, t∗) +Θ(0, t∗)
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mât

=
EI

CoscL

∂Θ

∂x∗
(0, t∗)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
drapeau

. (3.8)

Dans cette expression, le paramètre de couplage entre le drapeau et son mât est le ratio
entre la raideur en rotation typique du drapeau EI/L et la raideur en rotation du mât-
oscillateur Cosc. Nous voyons aussi que EI/LCosc constitue une définition alternative de la
raideur adimensionnée qui est indépendante de l’amplitude de flottement.
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Attaque du problème

“ The quantitative treatment is needed to assure that all relevant aspects have
been taken into account ; the qualitative approach is needed to recognize the
essential factors which govern the process and to get direct insights into the
workings of the laws of nature.” (Weisskopf, 1975)

Nous n’essayerons pas de calculer la valeur de Θ(x∗, t∗) numériquement. Notons qu’un
calcul numérique par discrétisation de Galerkin (Annexe B) est déconseillé car cela exigerait
de s’adapter à chaque instant aux fluctuations des conditions aux limites. Nous favoriserons
une approche qualitative du problème, en déterminant la loi d’échelle associée à σθ et en la
comparant aux expériences.

3.5.3 Modèle simplifié : excitation-réponse

Dans cette section, nous ferons l’hypothèse qu’il n’y a pas de rétroaction du mât sur
le drapeau. Nous nous placerons donc dans la situation simplifiée où le moment excitateur
est similaire à un forçage harmonique extérieur, découplé de la dynamique du mât. Dans le
cas des faibles amplitudes de rotation du mât, cette hypothèse est justifiée par les mesures
d’amplitudes de flottement d’un drapeau en papier (Figure 3.12b) et toutefois discutable
vis-à-vis de l’analyse fréquentielle de la Figure 3.12a. D’après l’équation (3.4) modélisant
le régime dynamique, l’écart-type σθ de l’angle de rotation est relié à l’écart-type σencM du
moment appliqué au mât (vu comme encastré) et à la pulsation de flottement du drapeau
ωenc correspondante :

σθ =
σencM

Cosc

√
((ω

enc

ωosc
)2 − 1)2 + (2ζ∗osc

ωenc

ωosc
)2
. (3.9)

Une résonance se produit lorsque le moment excitateur oscille à la pulsation de résonance
ωres = ωosc

√
1 − 2ζ∗2osc (Landau, 1976 ; p78), qui vaut ωosc à 0.02 % près pour ζ∗osc = 0.014.

Lorsque cette résonance est établie, l’écart-type de l’angle de rotation du mât est maximal et
vaut approximativement :

σmax
θ =

σencM

2Coscζ∗osc
.

Au Chapitre 2, nous avons observé une loi du type σencM ∼ EIA/L2 au seuil de l’instabilité
et en dehors des transitions de régime de flottement. Nous en déduisons donc une relation
simple entre σmax

θ et les paramètres sans dimension du problème :

σmax
θ ∼

1

C∗
oscζ

∗
osc
. (3.10)

Cette relation est relativement intuitive : plus les ressorts sont souples par rapport à la
souplesse du drapeau, plus les oscillations sont importantes. De même pour l’effet de l’amor-
tissement. En revanche, les propriétés de l’écoulement (U , ρair) n’apparaissent pas directement
car la dépendance de σM à m∗ et à U∗ est simplifiée au seuil de l’instabilité (σ∗M est constant
au seuil de l’instabilité et en dehors des transitions de régime de flottement ; voir la Figure 2.16a
du Chapitre 2).
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3.5.4 Vérification des ordres de grandeur

Nous nous proposons de vérifier la validité de l’équation (3.9) dans le cas d’un drapeau
en papier 120g/m2 de largeur H = 100 mm et de longueur L = 286 mm, couplé à un mât-
oscillateur de fréquence naturelle fosc = 13.9 Hz, avec Cosc = 1.4 N.m/rad et Josc = 1.8 ×
10−4 kg.m2 (comme à la Section 3.2.2). Au Chapitre 2, nous avons mesuré l’évolution de σencM

(données reproduites sur la Figure 3.25a) et de f enc (données reproduites sur la Figure 3.25b)
dans le cas où le mât est encastré.

Figure 3.25 – Rappel des mesures effectuées au Chapitre 2 : superposition des résultats
obtenus pour Drapeau 3. a : Sur la plage de vitesse de vent U = 6 − 10 m/s, l’écart-type du
moment est bien approché par σenc

M ≃ 1.3 mN.m. b : Dans cette même plage de vitesse de
vent, la fréquence peut être approchée par une fonction affine de U .

Sur la plage de vitesse de vent qui nous intéresse, nous considérons que σencM ≃ 1.3 mN.m
et que f enc varie linéairement entre 10 Hz et 17 Hz. Dans le cadre de l’hypothèse d’absence
de rétroaction du mât sur le mouvement du drapeau, nous pouvons injecter ces mesures
dans l’équation (3.9) et évaluer l’ordre de grandeur de σθ. Nous reportons ce calcul sur la
Figure 3.26.

Figure 3.26 – Comparaison entre le modèle de type forçage extérieur, équation (3.9), et les
résultats expérimentaux de la Section 3.2.2. Les mesures de σθ à vitesse de vent croissante
et décroissante sont superposées. La courbe continue est calculée en substituant les données
de la Figure 3.25 dans l’équation (3.9).

Nous voyons que la largeur du pic est bien prédite par le modèle simplifié de type excitation-
réponse. Cependant, la valeur du maximum est légèrement sur-estimée vis-à-vis du maximum
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expérimental : cela peut être en partie associé à la résolution finie de la soufflerie en termes
de vitesse de vent. Au final, ce résultat suggère que le moment appliqué au mât est rela-
tivement peu modifié par le changement radical de conditions aux limites (mât encastré →
mât-oscillateur) et malgré des angles de rotation crête-à-crête du mât atteignant 11o.

Cependant, les grands angles de rotation du mât observés à la Section 3.4.4 pour des
drapeaux en acier d’épaisseur 54 µm, 77 µm et 103 µm doivent nous mettre en garde vis-à-vis
du modèle très simplifié d’excitation-réponse. En effet, nous avions respectivement mesuré des
angles de rotation du mât crête-à-crête de 28o, 53o et 76o. Aussi, pour évaluer qualitativement
la linéarité de la réponse du mât dans ce type de situation, nous représentons σθ en fonction
de la fréquence du mât sur la Figure 3.27 pour ces trois drapeaux.

Figure 3.27 – L’effet de l’épaisseur du drapeau sur la réponse du mât-oscillateur (données
de la Section 3.4.4). Représentation en fonction de la fréquence d’oscillation du mât. Les
paramètres des montages sont reportés dans le Tableau 3.5.

Nous voyons qu’en toute rigueur, l’allure d’une résonance classique est peu vraisemblable
pour ces trois montages, à l’opposé de ce qui avait été obtenu pour la Figure 3.26, avec des
amplitudes de rotation du mât plus faibles. Plutôt, l’allure des courbes passant par les points
expérimentaux pourrait relever du cadre des résonances non-linéaires (Nayfeh & Mook, 1995).
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3.5.5 Comparaison modèle-expériences

Afin de préciser le domaine de validité du modèle d’excitation-réponse, nous reportons les
valeurs expérimentales de σmax

θ en fonction du paramètre de “raideur-amortissement” C∗
oscζ

∗
osc.

Nous avons vu que l’équation (3.10) s’écrit σmax
θ ∼ 1/C∗

oscζ
∗
osc, où C∗

osc = CoscL2/EIA est la
raideur en rotation du mât normalisée et ζ∗osc est le taux d’amortissement du montage.

Nous reportons les mesures de σmax
θ en fonction du paramètre C∗

oscζ
∗
osc sur la Figure 3.28a

(données expérimentales de la Section 3.4). Les paramètres qui ont été variés sont la raideur en
rotation du mât, le moment d’inertie du mât ainsi que la longueur et l’épaisseur des drapeaux
(en acier). Ces mesures ont été effectuées pour des accrochages fréquentiels ayant lieu au seuil
de l’instabilité de flottement, c’est-à-dire dans le cadre de l’équation (3.10). Pour les grands
C∗
oscζ

∗
osc, nous retrouvons effectivement une évolution en 1/C∗

oscζ
∗
osc. Un modèle simplifié suffit

donc pour apprécier l’origine des oscillations du mât. En revanche, aux faibles C∗
oscζ

∗
osc nous

observons une saturation de σmax
θ qui reflète les nombreuses difficultés passées sous silence, telle

que (1) l’existence des parois de la soufflerie limitant l’amplitude de flottement du drapeau,
(2) la saturation de la raideur en rotation du montage basé sur des ressorts de traction, (3)
la description de la dynamique du drapeau et du mât par des modèles purement linéaires,
(4) l’hypothèse forte d’absence de rétroaction du mouvement du mât sur le mouvement du
drapeau et (5) la simplification des conditions aux limites. Le modèle d’excitation-réponse est
donc a priori restreint aux faibles angles d’oscillations, typiquement pour σmax

θ < 10o d’après la
Figure 3.28a, c’est-dire pour des angles de rotation du mât plus petits que 30o crête-à-crête.

Figure 3.28 – Le couplage vent-drapeau-mât au seuil de l’instabilité de flottement en fonction
du paramètre C∗

oscζ
∗
osc. Les barres d’erreur horizontales sont les erreurs de mesure cumulées

sur le paramètre C∗
oscζ

∗
osc. a : Évolution du maximum de l’écart-type de l’angle de rotation du

mât. Une pente −1 est indiquée en référence à l’équation (3.10). b : Évolution de la largeur
de l’accrochage fréquentiel.

Sur la Figure 3.28b, nous reportons également l’évolution de la largeur (relative) de l’ac-
crochage fréquentiel définie par (U2−U1)/U1 avec les notations de la Section 3.3.3. Rappelons
que le modèle de la Section 3.5.3 ne permet pas de prédire l’accrochage fréquentiel et donc ne
donne aucune indication sur sa largeur. Nous voyons cependant qu’une tendance générale de
décroissance en fonction de C∗

oscζ
∗
osc est présente, ainsi qu’une saturation aux faibles C∗

oscζ
∗
osc .

L’analogie avec les vibrations induites par détachement tourbillonnaire

Dans le contexte des cylindres oscillants sous l’action des tourbillons qu’ils génèrent, il est
d’usage de se référer au paramètre dit de Skop-Griffin SG (Skop & Griffin, 1973 ; Khalak &
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Williamson, 1999 ; Williamson & Govardhan, 2004). Sur la Figure 3.29a, nous reportons une
sélection de mesures d’amplitude de vibration de ce système en fonction de SG.

Figure 3.29 – Comparaison entre les vibrations induites par détachement tourbillonnaire sur
un cylindre et le couplage vent-drapeau-mât. a : L’exemple de l’amplitude des vibrations
induites par détachement tourbillonnaire en fonction du paramètre SG. La courbe en trait
continu est un ajustement de la forme 0.385/

√
0.12 + S2

G. Ce “Griffin plot” est adapté de
Skop & Balasubramanian, 1997. b : Données de la Figure 3.28 avec un ajustement de type
A1/

√
A2 + (C∗

oscζ
∗
osc)2 en trait continu.

Le paramètre SG est le produit de trois termes : une masse adimensionnée multipliée par
le carré d’une pulsation adimensionnée (le tout donnant une raideur adimensionnée) et un
taux d’amortissement. Le paramètre de “raideur-amortissement” C∗

oscζ
∗
osc peut donc se voir

comme l’analogue de SG pour l’interaction vent-drapeau-mât. Par analogie avec ce qui a été
proposé pour les détachements tourbillonnaires (voir Sarpkaya, 1978 ; Sarpkaya, 1979 ; Skop
& Balasubramanian, 1997), nous recherchons un ajustement des données expérimentales sous
la forme :

σmax
θ =

A1
√
A2 + (C∗

oscζ
∗
osc)

2
.

Nous obtenons A1 ≃ 143o et A2 ≃ 31. Cette courbe est reportée sur la Figure 3.29b. Un
tel modèle pourrait à l’avenir permettre de pré-dimensionner le couplage vent-drapeau-mât.
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Conclusion

Ce travail nous a mené à la caractérisation de la dynamique des drapeaux couplés avec
un mât-oscillateur. Il s’inscrit dans un contexte de recherche de mécanismes innovants de
récupération d’énergie du vent.

Pour étudier le couplage entre un drapeau et son mât, nous avons dans un premier temps
eu besoin de données sur les drapeaux à mât encastré. Au Chapitre 1, nous avons ainsi rappelé
qu’une compétition entre l’élasticité et le vent est à l’origine de la déstabilisation du drapeau
par flottement. Qu’ils soient élancés ou trapus, nous avons montré que les drapeaux peuvent
être décrits par un modèle commun à masse ajoutée effective. Résolu numériquement par une
méthode de Galerkin, ce modèle a donné les bonnes tendances et les bons ordres de grandeur
pour les vitesses critiques, pour les fréquences de flottement et pour l’allure des déformées.

Figure 3.30 – Ce travail a été présenté dans trois chapitres : (1) les conditions de déstabili-
sation des drapeaux, (2) les efforts générés sur le mât suite à cette déstabilisation et (3) le
couplage du mât avec le drapeau dans le cas d’un mât-oscillateur.

Au Chapitre 2, nous avons caractérisé expérimentalement les efforts qu’un drapeau génère.
L’analyse du Chapitre 1 a permis de dimensionner les drapeaux qui ont été placés en soufflerie.
Nous nous sommes concentrés sur la force de traînée et sur le moment généré autour du mât,
chacun de ces efforts étant fluctuant par nature. Pour réaliser ces expériences, une balance
aérodynamique dédiée a été construite, étalonnée et mise en soufflerie. L’impact des régimes
de flottement sur les efforts a été caractérisé en fonction des dimensions du drapeau et de la
vitesse du vent. Avec des drapeaux en papier de quelques dizaines de centimètres, nous avons
mesuré des fluctuations quasi-périodiques de ±20 % autour de la traînée moyenne. En ce qui
concerne le moment, nous avons utilisé le modèle du Chapitre 1 qui donne une estimation du
moment en fonction de l’amplitude de flottement au bord de fuite, laquelle est connue à un
facteur multiplicatif près. Nous avons proposé une normalisation du moment qui contourne
cette difficulté, et nous avons montré que le modèle associé reproduit les tendances et les
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ordres de grandeurs observés en soufflerie. Le moment généré sur le mât d’un drapeau qui
flotte se trouve être approximativement de l’ordre du moment généré par un second mode de
flexion de poutre de même amplitude.

Cela nous a mené au Chapitre 3 et à l’étude du couplage entre un drapeau et un mât-
oscillateur. Expérimentalement, un phénomène d’accrochage fréquentiel entre le drapeau et
son mât est observé de manière reproductible lorsque la fréquence de flottement du drapeau est
proche de la fréquence propre du mât-oscillateur. Nous avons dissocié le rôle de la raideur et de
l’inertie de l’oscillateur dans le couplage, ainsi que l’effet d’un changement des dimensions ou
du matériau du drapeau. Un modèle élémentaire de type excitation-réponse permet d’apprécier
l’origine des tendances observées en soufflerie lorsque les amplitudes de rotation du mât sont
inférieures à 30o crête-à-crête. Un unique paramètre peut alors caractériser le couplage, il
s’agit du paramètre de “raideur-amortissement” C∗

oscζ
∗
osc qui est l’analogue du paramètre de

Skop-Griffin utilisé dans le contexte des vibrations induites par détachement tourbillonnaire.
Pour les grandes amplitudes de rotation, le modèle de type excitation-réponse basé sur une
estimation du moment dans une configuration encastrée devient délicat à justifier. À titre
d’exemple, des drapeaux en acier peuvent atteindre des angles de rotation de 80o crête-à-crête
pour des vitesses de vent de l’ordre de 10 m/s.

Dans le futur

D’un point de vue expérimental, nous avons montré que des paramètres tels que l’épaisseur
du drapeau ou sa longueur ont un fort impact sur la dynamique du couplage drapeau-mât. Il
serait intéressant d’approfondir l’étude de ce couplage dans des fluides plus lourds que l’air,
étant donné que le modèle analytique du Chapitre 1, Section 1.4, prévoit une diminution de
la vitesse critique de flottement lorsque la masse volumique du fluide augmente.

Dans l’optique de récupérer de l’énergie à partir de l’oscillation du mât, nous nous sommes
intéressés à l’amplitude de rotation du mât en fonction des caractéristiques du drapeau (di-
mensions, matériau), du vent (vitesse, fluide) et du mât-oscillateur (inertie, amortissement,
raideur). Nous avons vu que le paramètre C∗

oscζ
∗
osc permet d’interpréter nos observations aux

petites amplitudes de rotation. Afin d’aller plus loin dans l’analyse quantitative des résultats
expérimentaux, il serait pertinent de poursuivre une modélisation des conditions de (1) désta-
bilisation par flottement du système couplé, (2) maximisation de la largeur de l’accrochage
fréquentiel, (3) maximisation de l’amplitude de rotation et (4) efficacité d’extraction d’énergie.

Par exemple, le modèle couplé vent-drapeau-mât explicité au Chapitre 3, Section 3.3.2,
pourrait être résolu par différences finies sans passer par une approximation forte de type
excitation-réponse. Ce modèle devrait permettre d’apprécier les modifications de la vitesse
critique de flottement liées au couplage drapeau-mât (voir aussi Gibbs et al., 2012). Si l’objectif
est de prédire rigoureusement l’amplitude de rotation du mât, il devient nécessaire de calculer
l’amplitude de flottement du drapeau et de prendre en compte des non-linéarités géométriques
et fluides (voir par exemple Michelin & Doaré, 2013). En parallèle, une approche “linéaire”
comme celle proposée par de Langre (2006) pourrait permettre de caractériser la largeur
d’accrochage fréquentiel du système couplé. Cette approche, appliquée avec succès dans le
contexte des vibrations induites par détachement tourbillonnaire, modélise l’effort fluctuant
par une équation d’oscillateur non-linéaire de type Van der Pol (e.g. Facchinetti et al., 2004).

Enfin, dans une perspective de déploiement à grande échelle, il serait intéressant d’étudier
le comportement d’un réseau de drapeaux couplés et les effets d’interactions mutuelles. Dans
le cas des drapeaux à mât encastré, les travaux de Zhang et al. (2000) ; Zhu & Peskin (2002) ;
Zhu & Peskin (2003) ; Farnell et al. (2004a) ; Jia et al. (2007) ; Schouveiler & Eloy (2009) ;
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Michelin & Llewellyn Smith (2010) sur les assemblées de drapeaux en parallèle montrent
que l’écartement entre les drapeaux est un paramètre à ajuster pour favoriser les mouvements
collectifs. La configuration des drapeaux placés les uns derrière les autres a également été étudié
par Jia & Yin (2008) ; Ristroff & Zhang (2008) ; Alben (2009) ; Zhu (2009) ; Kim et al. (2010).
Dans cette situation, les sillages des drapeaux en amont agissent comme des oscillateurs
supplémentaires dont il serait intéressant d’accorder les fréquences afin de généraliser la notion
d’accrochage fréquentiel à n systèmes.
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Annexe A

Propriétés des matériaux

Cette annexe regroupe les propriétés des matériaux utilisés pour fabriquer les drapeaux. Le
lecteur pourra s’y référer au cours de chacun des trois chapitres.

A.1 Les matériaux utilisés

Nous disposons de trois types de matériaux : des feuilles de papier, des feuilles de plastique
et des feuilles d’acier (Figure A.1). Les matériaux sont suffisamment fins pour que la découpe
s’effectue systématiquement au ciseau.

Figure A.1 – Échantillons des matériaux utilisés pour la fabrication des drapeaux. Nous
disposons de huit types de feuilles de papier, de deux types de feuilles de plastique et de trois
types de feuilles d’acier (l’ordre de gauche à droite sur la photographie correspond à l’ordre
de haut en bas dans le Tableau A.1). La largeur des feuilles présentées est d’environ 100 mm.

Pour caractériser les propriétés mécaniques des matériaux, nous mesurons le module d’élas-
ticité E et la masse volumique ρs de chacun. L’épaisseur d des matériaux est obtenue par
moyenne de dix mesures indépendantes au vernier électronique (au µm près). Ces données
sont reportées dans le Tableau A.1.

A.2 Méthodes de détermination de E

En fonction de la rigidité des matériaux, nous avons eu recours à différentes méthodes pour
mesurer expérimentalement le module d’élasticité E.

A.2.1 Par mesure de la fréquence naturelle

Pour un matériau rigide tel que l’acier de 54, 77 et 103 µm d’épaisseur, le plastique
de 509 µm d’épaisseur et le papier d’épaisseur 227 et 296 µm, nous mesurons la fréquence
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Matériau épaisseur module d’élasticité masse volumique complément
d (µm) E (N.m−2) ρs (kg.m−3) d’information

papier 53 2.0 ×109 (1) 758 journal Le Monde
papier 81 7.7 ×109 (1) 775 Clairalfa 60 g/m2

papier 104 6.0 ×109 (1) 773 Clairalfa 80 g/m2

papier 128 6.2 ×109 (1) 786 Clairalfa 100 g/m2

papier 153 5.9 ×109 (1) 786 Clairalfa 120 g/m2

papier 200 5.6 ×109 (1) 808 Clairalfa 160 g/m2

papier 227 5.4 ×109 (2) 781 papier à grain 180 g/m2

papier 296 7.8 ×109 (2) 1060 papier bristol 320 g/m2

plastique 90 2.3 ×109 (3) 1050 polypropylène bi-orienté
plastique 509 1.3 ×109 (2) 900 cale de précision
acier 54 110 × 109 (2) 7290 cale de précision
acier 77 130 × 109 (2) 7620 cale de précision
acier 103 150 × 109 (2) 7680 cale de précision

Tableau A.1 – Propriétés mécaniques des matériaux utilisés pour la fabrication des drapeaux.

naturelle de vibration par caméra rapide. Au Chapitre 1, nous avons obtenu que la fréquence
naturelle est reliée au module d’élasticité E du matériau par la relation (Rocard, 1943) :

f =
∣κ1L∣2

2π
√

12
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≃0.16

√
E

ρs

d

L2
,

où ∣κ1L∣ ≃ 0.60π est la première racine positive de l’équation cos(κL) cosh(κL)+ 1 = 0. Dans
cette formule, d est l’épaisseur du matériau, L est sa longueur et ρs est sa masse volumique. La
largeur du matériau n’intervient pas dans ce calcul. Cependant, une correction est nécessaire
pour prendre en compte l’air déplacé qui donne de l’inertie virtuelle au matériau (correction
de masse ajoutée) :

f =
∣κ1L∣2

2π
√

12

¿
Á
ÁÀ E

ρs +
π
4ρa

H
d

d

L2
. (A.1)

Dans cette dernière expression,H désigne la largeur du matériau. Nous réalisons une dizaine
d’essais de vibration pour des longueur L différentes, et nous déduisons E par ajustement (au
sens des moindres carrés) de la relation expérimentale f ≃ Cte

/L2 à l’équation (A.1).
∗ 1 ∗ † 2 † ‡ 3 ‡

A.2.2 Par essai de traction

Pour les papiers souples d’épaisseurs inférieures à 200 µm ou pour le plastique d’épaisseur
90 µm, la méthode précédente (mesure de la fréquence naturelle) est délicate car les oscilla-
tions sont fortement amorties. Dans cette situation nous avons recours à un essai de traction

1. Mesure par flambage (Section A.2.3).
2. Mesure par fréquence naturelle (Section A.2.1).
3. Mesure par traction (Section A.2.2).
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longitudinal (comme réalisé par Watanabe et al., 2002a,b). Une micro-machine de traction
nous est prêtée par Eric Perrin et Guillaume Puel du laboratoire MSSMat de l’École Centrale
Paris. L’essai de traction nous donne également la contrainte critique (i.e. à la rupture), ainsi
que la limite d’élasticité (i.e. la contrainte à partir de laquelle le matériau se plastifie). Le
papier étant un matériau non isotrope, nous prenons un soin tout particulier de découper les
drapeaux de manière à ce que la direction du vent soit dans l’orientation principale des fibres
(le ”sens machine” dans la jargon des papetiers). Un exemple de mesure du module d’élasticité
longitudinal du papier 120 g/m2 est reporté sur la Figure A.2.

Figure A.2 – Loi contrainte-déformation du papier 120 g/m2. Le module d’élasticité E cor-
respond à la pente à l’origine de la courbe.

Le module d’élasticité E est donné par la pente de la loi contrainte-déformation (Fi-
gure A.2). Pour le papier 120 g/m2 par exemple, nous avons mesuré E ≃ 3.3 ± 0.2 GPa
(valeur moyenne ± écart-type sur 4 essais). Cette valeur est cohérente avec les modules
d’élasticité communément rencontrés dans la direction principale des fibres (Yamaguchi et
al., 2000b ; Alava & Niskanen, 2006). Aussi, les contraintes critiques que nous avons mesu-
rées sont à 10 % près celles qui nous ont été communiquées par Pierre Beranger, directeur
qualité-développement des papeteries Clairefontaine 4.

A.2.3 Par flambage

En pratique, un essai de traction sous-estime la rigidité de flexion du drapeau. Celui-ci
souffre de défauts de planéité au niveau de l’encastrement sur son mât. Ces défauts ont
un effet direct sur l’instabilité de flottement (Eloy et al., 2012). Pour les papiers souples
d’épaisseurs inférieures à 200 µm, nous mesurons donc E par une méthode alternative prenant
en compte l’encastrement imparfait. Nous mesurons la hauteur critique de flambage Lf du
matériau encastré tel qu’il puisse se tenir verticalement sans flamber sous son propre poids. Le
phénomène de flambage est illustré sur la Figure A.3. La technique a été utilisée par Lemaitre
et al. (2005) dans le cadre du flottement des drapeaux suspendus verticalement.

Le lien entre E et Lf est donné par Timoshenko & Gere (1963) :

E = 1.56ρsg
L2
f

d2
, (A.2)

où ρs est la masse volumique du matériau et où g l’accélération de la gravité. Dans le cas du
papier 120 g/m2, nous trouvons une hauteur critique de flambage Lf = 226 ± 16 mm sur 72

4. Mesure par essai de traction à gradient d’allongement constant 20 mm/min (norme NF EN ISO 1924-2).
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Figure A.3 – Hauteur critique de flambage (papier 120 g/m2). a : Lorsque L < Lf , la feuille
se tient debout verticalement. b : Lorsque L > Lf , la gravité l’emporte et la feuille flambe
sous son propre poids.

essais avec des encastrements représentatifs du mât du drapeau. Cela correspond à un module
d’élasticité E ≃ 5.9±0.7 GPa, plus élevé que l’estimation par essai de traction (3.3 GPa). Nous
reportons ces valeurs dans le Tableau A.1.



Annexe B

Discrétisation de Galerkin

Cette annexe présente la méthode numérique dite de Galerkin, utilisée pour la résolution
de l’équation différentielle du drapeau 1.

B.1 La quantité recherchée

La quantité que nous souhaitons déterminer numériquement est la déformée d’un drapeau
flottant :

y(x, t) = ...

Les longueurs x et y sont respectivement normalisées par la longueur L du drapeau et
par la demi-amplitude A du flottement. Le temps t est normalisé par le temps de passage de
l’air le long du drapeau L/U . Nous allégeons les notations en notant également x, y et t les
variables sans dimension. L’équation différentielle caractéristique des drapeaux élancés a été
rappelée au Chapitre 1 :

1

U∗2
y
′′′′

+ ÿ = −m∗(ÿ + 2ẏ
′

+ y
′′

). (B.1)

Dans cette équation, les ...′ et les ˙... désignent respectivement les dérivations spatiales et
temporelles. Les paramètres de contrôle du modèle sont la masse ajoutée adimensionnée et la
vitesse de vent adimensionnée, définies respectivement par :

m∗ =
π

4

ρaH

ms

, U∗ = UL

√
ms

EI
,

Dans ces expressions, ρa est la masse volumique de l’air, H est la largeur du drapeau,
ms = ρsd est la masse surfacique du drapeau (ρs étant sa masse volumique et d étant son
épaisseur), U est la vitesse du vent, L est la longueur du drapeau et EI est la rigidité de
flexion du drapeau.

Enfin, le drapeau respecte des conditions aux limites de type encastré-libre :

y(0, t) = 0; y
′

(0, t) = 0; y
′′

(1, t) = 0; y
′′′

(1, t) = 0. (B.2)

B.2 Décomposition sur les modes propres de poutre

Lorsquem∗ = 0 dans le membre de droite de l’équation (B.1), nous reconnaissons l’équation
différentielle des poutres élastiques (dans le vide), dont les modes propres ont été étudiés au

1. Voir également Doaré, 2001 : 97-100, dans le contexte des tuyaux déstabilisés par écoulement interne
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Chapitre 1. En décomposant l’inconnue y(x, t) sur les modes propres de poutre encastrée-libre,
les équations (B.2) sont respectées par construction et n’apparaissent plus explicitement lors
de la résolution de l’équation (B.1). La décomposition de y(x, t) sur les N premiers modes
s’écrit :

y(x, t) ≃
N

∑
n=1

pn(t)Yn(x), (B.3)

où Yn désigne la déformée spatiale du n-ième mode propre de poutre encastrée-libre et où les
pn sont les coefficients de projection.

B.3 Discrétisation de l’équation différentielle

L’étape suivante consiste à substituer l’équation (B.3) dans l’équation différentielle (B.1),
à multiplier par Ym pour m quelconque et à intégrer sur le domaine spatial x ∈ [0,1]. Cette
astuce permet d’exploiter les propriétés d’orthogonalité spatiale des modes de poutre. Nous
obtenons :

N

∑
n=1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

p̈n∫
1

0
YmYn

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δm,n

(1 +m∗) + 2ṗn∫
1

0
YmY

′
n

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
bm,n

m∗ + pn∫
1

0
YmY

′′′′
n

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δm,n

1

U∗2
,+pn∫

1

0
YmY

′′
n

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
cm,n

m∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0,

où les fonctions δm,n (dite de Dirac), bm,n et cm,n sont reportées par Blevins (1979) ; Païdoussis
(1998, p87). La somme obtenue se met sous une forme matricielle élémentaire :

M p̈ +C ṗ +K p = 0, avec p =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

p1

p2

...

pn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Dans cette expression, nous reconnaissons une matrice de masse M , une matrice d’amor-
tissement C et une matrice de raideur K , définies respectivement par les éléments qu’elles
contiennent :

(M )m,n = δm,n(1 +m
∗)

(C )m,n = 2bm,nm
∗

(K )m,n = δm,n∣κnL∣
4 + cm,nm

∗.

La dernière étape exige que la matrice de masse M soit inversible. Dans ce cas, le système
matriciel précédent peut s’écrire :

Ṗ = L P, (B.4)

où P =
⎛

⎝

p

ṗ

⎞

⎠
et où L est une matrice 2N × 2N de la forme L =

⎛

⎝

0 Id
−M −1C −M −1K

⎞

⎠
.

La solution de l’équation (B.4) s’écrit P = eL tP0, où P0 donne les conditions temporelles
initiales. Nous nous ramenons ainsi à la diagonalisation de la matrice L . Les valeurs propres
de L donnent les pulsations propres complexes ω du drapeau, tandis que les vecteurs propres
de L donnent les déformées propres du drapeau, par projection sur les N déformées propres
de poutre (voir également Géradin & Rixen, 1996 ; Païdoussis, 1998).
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Critère de déstabilisation du drapeau

L’analyse de stabilité repose sur le fait qu’un mode du drapeau est instable si la valeur
propre iω associée à ce mode est de partie réelle strictement positive. Ce critère est étudié
exhaustivement au Chapitre 1, dans un diagramme (m∗, U∗).

B.4 Une convergence rapide

Afin de déterminer le nombre N de modes de poutre devant être pris en compte via l’équa-
tion (B.3), nous nous penchons sur la prédiction de la vitesse critique de vent U∗

c en fonction
de N . Nous nous plaçons à m∗ = 0.42 qui est le lieu approximatif du premier rebroussement
de vitesse critique (Chapitre 1). Sur la Figure B.1a, nous reportons les valeurs de U∗

c obtenues
pour N variant entre 2 et 100. La résolution en vitesse de vent est de 1000 points sur la
gamme U∗ = 0− 100. Nous observons qu’il n’y a plus de variations perceptibles de U∗

c à partir
de N = 7.

Figure B.1 – Convergence de la méthode numérique. a : Calcul de la vitesse critique de
vent pour m∗ = 0.42 (échelle semi-logarithmique). b : Calcul de la pulsation réduite pour
m∗ = 0.42 et U∗ = 30 (échelle semi-logarithmique).

Pour tester la convergence de la méthode numérique à des vitesses de vent U∗ plus élevées,
nous analysons la prédiction de la pulsation réduite ω∗ en fonction de N . Nous nous plaçons
à m∗ = 0.42 et dans le cas d’une forte vitesse de vent U∗ = 30. Sur la Figure B.1b, nous
reportons les valeurs de pulsation réduite ω∗ obtenues pour N variant entre 1 et 100. Nous
voyons qu’à partir de N = 9, la pulsation réduite ω∗ ne présente plus de variations perceptibles.

Conclusion sur le choix de N

Les résolutions numériques effectuées au Chapitre 1 (Section 1.3 & Section 1.4) et au
Chapitre 2 (Section 2.3) ont toutes été réalisées avec N = 50, de manière à se prémunir contre
tout artefact numérique.
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Annexe C

Balance aérodynamique :
dimensionnement et étalonnage

Cette annexe précise les caractéristiques de la balance aérodynamique utilisée au Chapitre 2.
Nous montrons qu’elle mesure à 10 % près les composantes instationnaires de la traînée et du
moment générés par un drapeau sur son mât.

C.1 Motivations

Une balance aérodynamique a pour objectif de mesurer les efforts s’exerçant sur un objet
dans un écoulement. Pour des objets fixes, la mesure des efforts stationnaires avec une balance
est en général sans difficultés (Anderson, 1999). Cependant, dans le cas d’un objet en mouve-
ment générant des efforts instationnaires comme un drapeau, des précautions supplémentaires
doivent être prises.

Figure C.1 – Balance aérodynamique. a : Un drapeau flotte en soufflerie tandis que la balance
mesure les efforts qui s’exercent sur le mât traversant le dessous de la soufflerie. b : Les efforts
étudiés sont la traînée D(t), le moment de tangage My(t) et le moment de lacet Mz(t). La
balance délivre quatre informations qui sont les forces Fi(t)i=1..4.

En effet, la fréquence de flottement des drapeaux présentés au Chapitre 1 varie entre 1 Hz
et 100 Hz, et peut tout-à-fait coïncider avec l’une des fréquences propres de la balance. Pour
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que la balance ne rétroagisse pas sur le drapeau, il faut éviter ces situations parasites de type
“résonance” au Chapitre 2. Notons qu’à l’inverse, ce type de couplage par “résonance” est
explicitement recherché au Chapitre 3.

Le dispositif expérimental utilisé au Chapitre 2 est présenté sur la Figure C.1a. Nous
y voyons un drapeau flottant en soufflerie ainsi que la balance aérodynamique qui mesure
les efforts transmis par le mât en dessous de la veine d’essai. Pour la conception de cette
balance, schématisée sur la Figure C.1b, nous utilisons quatre capteurs de force piézoélectriques
Kistler 9712B5. Ces capteurs mesurent les faibles fluctuations des forces avec précision (de
l’ordre de 0.1 mN). Cependant, ils ne transmettent pas d’information fiable sur les valeurs
moyennes, du fait de leur fonctionnement de type capacitif. Par opposition aux classiques
jauges de contraintes, la technologie des capteurs piezoélectriques s’accommode des très faibles
déformations et permet d’augmenter le plus possible la fréquence naturelle de la balance en la
”rigidifiant”. Cela permet d’éviter les résonances de basse-fréquence avec le drapeau.

C.2 Relations cinématiques idéales

Les capteurs de force sont disposés aux coins d’une structure rectangulaire centrée sur le
mât du drapeau (Figure C.2).

Figure C.2 – Dimensionnement de la balance aérodynamique. a : Vue de profil. Le vent va
de la gauche vers la droite. b : Vue de derrière.

Soit F1(t), F2(t), F3(t) et F4(t) les forces exercées sur ces capteurs, comme indiqué sur
la Figure C.2b. Par convention, les forces sont positives lorsque le drapeau est tiré dans le sens
du vent. Nous notons D(t) la force de traînée dans l’axe x, My(t) le moment de tangage
autour de l’axe y et Mz(t) le moment de lacet autour de l’axe z. Dans un premier temps,
nous cherchons les relations simples entre D(t), My(t), Mz(t) et les Fi(t)i=1..4.
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Étape 1 : Chargements non couplés

Pour des chargements séparés D(t), My(t) et Mz(t), nous obtenons facilement les rela-
tions cinématiques suivantes :

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F1(t) = F2(t) = F3(t) = F4(t) = 1
4D pour D(t) seul,

bF1(t) = bF2(t) = −bF3(t) = −bF4(t) = 1
4My pour My(t) seul,

aF1(t) = −aF2(t) = aF3(t) = −aF4(t) = 1
4Mz pour Mz(t) seul.

Sur le montage réel, nous mesurons a ≃ 101 mm et b ≃ 0.056 mm (Figure C.2).

Étape 2 : Chargements couplés

En pratique, les chargements D(t), My(t) et Mz(t) s’appliquent simultanément lorsque
le drapeau flotte. Si la balance est bien conçue, i.e. sans défauts cinématiques, alors ces char-
gements n’interagissent pas entre eux et nous sommes ramenés à des relations cinématiques
simples, comme par exemple dans le cas de F3(t) :

F3(t) =
D(t)

4
−
My(t)

4b
+
Mz(t)

4a
.

Les relations obtenues se mettent sous une forme matricielle :

⎛
⎜
⎜
⎝

D(t)

My(t)

Mz(t)

⎞
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0

0 b 0

0 0 a

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

S1(t)

S2(t)

S3(t)

⎞
⎟
⎟
⎠

, (C.1)

où nous avons noté S1(t), S2(t) et S3(t) les sommes partielles définies de la manière suivante :

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

S1(t) = F1(t) + F2(t) + F3(t) + F4(t)

S2(t) = F1(t) + F2(t) − F3(t) − F4(t)

S3(t) = F1(t) − F2(t) + F3(t) − F4(t)

.

C.3 Prise en compte des défauts cinématiques

Les relations précédentes sont idéales et il est souhaitable de les corriger en procédant à
un étalonnage rigoureux de la balance. Pour appliquer des efforts instationnaires proches de
ceux générés par les drapeaux, nous fabriquons un oscillateur avec des ressorts et des masses.
Les forces appliquées par l’oscillateur sur le mât sont mesurées par un capteur de force PCB
208C01. Nous faisons varier la fréquence d’oscillation entre 2 et 5 Hz, dans les trois situations
suivantes :

– D(t) seul avec un écart-type temporel σ(D) variant de 0.040 N à 0.140 N,
– My(t) seul avec un écart-type temporel σ(My) variant de 0.010 N.m à 0.300 N.m,
– Mz(t) seul avec un écart-type temporel σ(Mz) variant de 0.010 N.m à 0.200 N.m.
Nous enregistrons les dix premières secondes des Fi(t)i=1..4. À l’issue de ces essais, nous

obtenons une matrice d’étalonnage où les longueurs des deux dernières lignes sont exprimées
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en mètres :

⎛
⎜
⎜
⎝

σ(D)

σ(My)

σ(Mz)

⎞
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎝

1.016 0.001 0.042

0.003 0.051 −0.003

0.001 0.003 0.100

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

σ(S1)

σ(S2)

σ(S3)

⎞
⎟
⎟
⎠

(C.2)

≃

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0

0 ”b ≃ 0.056” 0

0 0 ”a ≃ 0.101”

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

σ(S1)

σ(S2)

σ(S3)

⎞
⎟
⎟
⎠

. (C.3)

Dans ces expressions, σ(S1), σ(S2) et σ(S3) désignent respectivement les écarts-types de S1,
S2 et S3. Notons que l’approximation forte de l’équation (C.3) 1 est identique à l’équation (C.2)
à 10% près sur les coefficients non nuls.

C.4 Validation de l’étalonnage

Afin de valider la matrice d’étalonnage de l’équation (C.2) dans un contexte plus général,
nous appliquons des chargements couplés en termes de D(t), My(t) et Mz(t). Les résultats
de cette campagne d’essais peuvent être appréciés sur la Figure C.3.

Figure C.3 – Validation de l’étalonnage de la balance aérodynamique par comparaison entre
les efforts appliqués et les efforts calculés via l’équation (C.2). a : Écart-type de la traînée
D(t). b : Écart-type du moment de tangage My(t). c : Écart-type du moment de lacet
Mz(t).

L’erreur maximale de reconstruction de ces chargements est inférieure à 10%. Notons que
l’approximation de l’équation (C.3) mène à des erreurs légèrement plus élevées (≃ 15%).

C.5 Un couplage évité entre la balance et les drapeaux

Les fréquences propres de la balance sont mesurées en tapant sur le montage dans diffé-
rentes directions. Les spectres recueillis indiquent que la plus petite fréquence propre est de
90 Hz, et qu’elle correspond à un mode de compression longitudinal de la balance, dans la
direction du vent. Pour les expériences présentées au Chapitre 2, les drapeaux sont choisis de
manière à ce qu’ils oscillent à des fréquences inférieures à 60 Hz, si bien que toute situation
de résonance entre la balance et les drapeaux est a priori évitée.

1. Il s’agit de l’équation (C.1) en termes d’écarts-types.



Annexe D

Sur la rupture des drapeaux

Cette annexe précise le mode de rupture des drapeaux étudiés lors des campagnes d’essais
du Chapitre 1 et au Chapitre 2.

D.1 Motivations

En 1984, Koehl suggère que l’algue Nereocystis luetkeana (Figure D.1a) soit un modèle
d’organisme sessile cherchant un compromis entre les écoulements lents et rapides. En parti-
culier, l’auteur reporte que ces algues "flap in the current like flags do in the wind (increasing
form drag)" (Figure D.1b,c). En tirant parti du flottement, l’algue récupère du bicarbonate
nécessaire pour activer la photosynthèse et rejette des substances organiques dissoutes et de
l’oxygène (par diffusion dans les couches limites des frondes, Figure D.1a). Plus l’écoulement
est rapide (ou plus l’algue est souple), plus le taux de photosynthèse est favorable (Wheeler,
1980). Cependant, les efforts induits par le flottement entraînent un risque accru de rupture
du stipe ou des frondes (Koehl & Wainwright, 1977). Pour se prémunir contre la rupture par
flottement, les algues Nereocystis luetkeana des régions à forts courants marins ont des frondes
planes se regroupant en paquets (voir Koehl et al., 2008).

Figure D.1 – Algue Nereocystis luetkeana. a : Définitions du stipe, du flotteur et des frondres.
Photographie de Brenda Konar (côte Pacifique, Amérique du Nord). b,c : Effet du courant
marin sur l’amplitude de flottement des frondes et sur la déformation du stipe (adapté de
Koehl, 1984).

Les drapeaux étudiés en soufflerie permettent d’analyser ce type de situation de rupture
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induite par flottement. En particulier, nous nous focalisons sur les drapeaux en papier qui ont
une structure en fibre de cellulose “commune” avec l’algue Nereocystis luetkeana.

D.2 Expériences de rupture

Nous utilisons des drapeaux en papier 120 g/m2 d’épaisseur d = 153 µm et de largeur
H = 100 mm (Annexe A). L’expérience consiste en une augmentation de la vitesse de vent par
paliers d’environ 0.2 m/s (maintenus environ 3 min), pour une exposition totale en soufflerie
de l’ordre de deux heures avant rupture. Nous notons Urupture la vitesse de vent menant à la
rupture du drapeau et Lrupture la distance à laquelle la rupture débute (voir Figure D.2).

Figure D.2 – Caractéristiques de la rupture. La distance entre l’amorce de la fracture et le
mât est notée Lrupture et la vitesse de vent à laquelle la fracture débute est notée Urupture.

Nous étudions la rupture avec trois longueurs de drapeaux différentes : Drapeau 1 avec
L = 140 mm (4 essais), Drapeau 2 avec L = 250 mm (4 essais) et Drapeau 3 avec L = 286 mm
(4 essais). Les motifs de rupture présentent tous une amorce de fracture à mi-longueur, qui
s’oriente préférentiellement dans le sens du vent (de la gauche vers la droite), en suivant une
direction proche de celle des fibres. Des exemples sont visibles sur la Figure D.3. Nous reportons
les valeurs de Urupture et de Lrupture dans le Tableau D.1, avec les valeurs des coefficients de
traînée moyenne et instationnaire (Chapitre 2). À la vitesse de vent de rupture, le coefficient
de traînée moyenne est noté < CD >rupture et le coefficient de traînée instationnaire est noté
σ(CD)rupture.

Drapeau 1 Drapeau 2 Drapeau 3
L (mm) 140 250 286

Lrupture (mm) 65 ± 5 123 ± 25 136 ± 22

Urupture (m/s) 17.7 ± 0.3 13.8 ± 0.1 11.9 ± 0.4

< CD >rupture 0.30 0.28 0.22
σ(CD)rupture 0.02 0.03 0.06
Σrupture (Pa) 5.7 × 104 6.2 × 104 5.1 × 104

Tableau D.1 – Paramètres caractéristiques de la rupture des drapeaux en papier 120 g/m2.
La contrainte à la rupture Σrupture est estimé via l’équation (D.1).

Nous obtenons que l’écart-type relatif associé à Urupture est au plus de 4 % tandis que celui
associé à Lrupture est au plus de 20 %. Cela suggère que la fracture a lieu systématiquement à
la même vitesse de vent (pour un drapeau donné) et approximativement au même endroit sur
le drapeau.
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Figure D.3 – Exemples de rupture avec des drapeaux en papier 120 g/m2 (photographies
réalisées juste après l’arrêt de la soufflerie ou hors soufflerie). Le vent va de la gauche vers
la droite. Pour C, nous observons un dédoublement de fracture. Pour D, la rupture n’est
pas complète car le drapeau a adopté une forme torsadée qui a permis de réduire les efforts
induits par le flottement. Dans les seuls cas E et G, la fracture est amorcée par le bas du
drapeau, qui est une région mise initialement en compression par la gravité.

D.3 Surestimation de la contrainte à la rupture

L’ordre de grandeur de la contrainte à la rupture du drapeau sur le mât est donné par :

Σrupture ≃
1

2
ρairU

2
ruptureHL (< CD >rupture +3

√
2σ(CD)rupture) /(Hd), (D.1)

où le facteur 3 devant le coefficient de traînée instationnaire permet de rendre compte des
épisodes de claquements (Chapitre 2, Section 2.1.4 ; voir également Davenport (1964) à propos
des évènements extrêmes). Nous obtenons Σrupture ∼ 105 Pa (Tableau D.1). Par comparaison,
l’essai de traction effectué à l’Annexe A pour ce matériau (Figure A.2) nous montre que la
contrainte critique en traction pure est de l’ordre de 4.5 × 107 Pa. La contrainte à la rupture
est donc environ 1000 fois plus faible que prévue.

Ce résultat suggère qu’un mécanisme de fatigue du matériau favorise la rupture (Bompard,
2011), ce qui est d’autant plus pertinent que nous n’observons pas de rupture au niveau du
mât, qui est pourtant le lieu de tension maximale. Aussi, pendant une expérience en soufflerie
jusqu’à la rupture, le drapeau subit de l’ordre de 105 cycles de va-et-vient. L’amorçage de la
fracture devrait par conséquent avoir lieu là où la fatigue est la plus prononcée, c’est-à-dire là
où la courbure du drapeau fluctue plus fortement, au niveau des ventres de vibration. Au final,
nous pouvons nous attendre à une fracture amorcée entre un ventre de vibration et le mât.

Dans la situation de Drapeau 1 (L = 140 mm) où nous disposons de visualisations jusqu’à
la rupture, nous représentons la superposition des déformées avec la longueur de référence
Lrupture (Figure D.4). Nous constatons que l’amorce de la fracture est effectivement située en
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Figure D.4 – Superposition des déformées de Drapeau 1 (L = 140 mm) à U = 15.0 m/s
proche de Urupture. Les flèches vertes indiquent le lieu où les fluctuations de courbure sont
les plus prononcées.

amont d’un ventre de vibration du drapeau. La position des ventres évoluant avec la vitesse
du vent, il serait intéressant de déterminer de manière rigoureuse le lieu du drapeau subissant
le plus de fatigue au cours d’une expérience complète en soufflerie.



Annexe E

Détection du flottement chaotique

Travail réalisé avec Davide Faranda et Paul Manneville.

Cette annexe propose un cadre de travail pour étudier la transition du flottement périodique
vers le flottement chaotique. L’outil présenté est adapté aux courtes séries temporelles issues
d’expériences.

E.1 Motivations

Les drapeaux flottants de manière irrégulière font partie de la vie de tous les jours, comme
l’illustrent les jeux de physiciens des années 70 : “How far away is the nearest strange attractor ?
[...] That flag snapping away in a steady breeze ?” (Gleick, 1987). En soufflerie, il a été observé
que les oscillations des drapeaux deviennent “violent and irregular” (Taneda, 1968) à grande
vitesse de vent. Numériquement, le scénario “état rectiligne-flottement périodique-flottement
chaotique” a été établi par de nombreuses simulations (Yadykin et al., 2001 ; Connell & Yue,
2007 ; Alben & Shelley, 2008 ; Michelin et al., 2008 ; Huang & Sung, 2010), mais peu de
travaux expérimentaux ont été entrepris pour le discuter.

Les détections expérimentales du chaos à notre connaissance sont basées sur le suivi d’un
point du drapeau (généralement le bord de fuite) par rayon laser (voir Ait Abderrahmane et al.,
2011 ; Zhao et al., 2012 ; Ait Abderrahmane et al., 2012) ou très récemment par nappe laser
(voir Chen et al., 2014). Comme les rayons laser sont fixes, la technique est raisonnable dans
la limite des faibles déplacements du drapeau, de sorte que le même point soit toujours suivi.
Cependant, ce n’est pas le cas en pratique, car l’amplitude du flottement peut être de l’ordre
de la longueur du drapeau (Shelley & Zhang, 2011). Un autre inconvénient de cette technique
est l’obtention d’une observable "locale" alors qu’une observable "globale" serait préférable
pour rendre compte de la dynamique complète du drapeau. Afin de contourner ces écueils,
nous proposons d’utiliser le moment de flottement M(t) généré autour du mât par le drapeau
(Chapitre 2) et de détecter l’apparition du chaos grâce aux séries temporelles associées.

D’un point de vue mathématique, la caractérisation de la dynamique d’une série temporelle
passe classiquement par la reconstruction d’un attracteur équivalent via la méthode du délai
temporel (Packard et al., 1980 ; Takens et al., 1981) pour caractériser le taux de séparation des
trajectoires proches. Cela permet d’accéder au coefficient de Lyapunov maximal, mais nécessite
cependant de vérifier des hypothèses fortes sur la géométrie de l’attracteur (Wolf et al., 1985 ;
Cao, 1997 ; Gautama et al., 2003). Afin de contourner ces difficultés, nous nous appuyons
sur l’étude des récurrences dans l’espace de phase reconstruit (voir Faranda et al., 2012), en
combinant le travail de Poincaré (1890) et la théorie des valeurs extrêmes (Leadbetter et al.,



128

1982). À la différence des outils classiques, ce cadre de travail fourni un test de convergence
qui indique si la série temporelle est suffisamment grande ou non pour que la réponse soit
fiable.

E.2 Loi d’extremum généralisé et récurrences

Pour assister la conception de l’algorithme de détection du chaos, nous commençons par
rappeler les éléments principaux de la théorie des valeurs extrêmes (voir Leadbetter et al.,
1982). Soit x(t) des observations indépendantes et identiquement distribuées dans le temps,
échantillonnées en n blocs qui contiennent chacun m observations. D’après Gnedenko (1943),
nous savons que dans la limite n,m → ∞, la fonction de répartition des maxima (Mj)j=1..n
des blocs prend la forme :

F (x) = exp{− [1 + ξ (
x − µ

σ
)]

−1/ξ

} . (E.1)

La distribution des maxima suit une loi dite d’extremum généralisée, avec :
– un “paramètre de position” µ ∈ R,
– un “paramètre de dispersion” σ ∈ R+∗,
– un “paramètre de forme” ξ ∈ R.
En particulier, comme représenté sur la Figure E.1, le paramètre de forme ξ caractérise la

forme de la distribution, qui est dite de Fréchet si ξ > 0, dite de Gumbel si ξ = 0 et dite de
Weibull si ξ < 0.

Figure E.1 – La famille de distributions de probabilité permettant de représenter les phéno-
mènes de valeurs extrêmes. Le calcul est réalisé avec µ = 0 et σ = 1. a : Distribution de
Fréchet avec ξ = 0.5. b : Distribution de Gumbel avec ξ = 0. c : Distribution de Weibull avec
ξ = −0.5.

À l’origine, la théorie des valeurs extrêmes fut construite pour des variables x(t) indépen-
dantes et identiquement distribuées. Récemment, d’importantes contributions ont permis de
traiter des variables plus générales (Collet, 2001 ; Freitas & Freitas, 2008 ; Gupta et al., 2011 ;
Faranda et al., 2011). Cela est possible en adaptant la théorie des récurrences de Poincaré
aux séries temporelles. En effet, si nous considérons un point ζ et si nous prenons comme
observable la fonction y(t) = g(∣x(t) − ζ ∣), c’est-à-dire la série temporelle des distances entre
ζ et les autres points pondérées par une fonction g(⋅), il a été prouvé par Freitas et al. (2009)
que les maxima des blocs de l’observable y(t) convergent vers une loi d’extremum généralisée,
équation (E.1), si x(t) est chaotique. Intuitivement, cela signifie qu’il y a perte de dépendance



129

entre les observations x(t) (Collet, 2001). En particulier, si g(⋅) = − log(⋅) est choisie, nous
obtenons la convergence vers la distribution de Gumbel (i.e. ξ = 0) et le paramètre de disper-
sion σ correspond à l’inverse de la dimension de Hausdorff (Lucarini et al., 2012). Un point
clef est que la réciproque soit également vraie (voir Faranda et al., 2012) : en prenant la série
temporelle d’un système dynamique inconnu, nous pouvons détecter si elle est chaotique ou
non en ajustant la distribution des maxima de la série temporelle y(t) = − log(∣x(t) − ζ ∣) à
la distribution de Gumbel. Par conséquent, un ajustement réussi exprime le fait que la série
temporelle est chaotique et un ajustement non réussi signifie qu’elle est non chaotique. Re-
marquons que dans un tel cadre de travail, nous n’avons pas fait d’hypothèses sur la géométrie
de l’attracteur (e.g. sa dimension de plongement).

E.3 Algorithme de détection du chaos

Cela nous mène à utiliser l’algorithme suivant pour la détection du chaos :

1. Considérer une série temporelle x(t) =M(t) et en sélectionner un point arbitraire noté
ζ, comme sur la Figure E.2a.

Figure E.2 – Mise en œuvre de l’algorithme. a : Série temporelle M(t) pour U = 0.9 m/s.
Le flottement est périodique avec une structure ajoutée de plus haute fréquence. b : Série
temporelle M(t) pour U = 13.8 m/s. Il n’y a pas de périodicité claire dans ce signal. c :
Distribution des maxima de y(t) pour U = 0.9 m/s (Figure E.2a) avec une valeur aléatoire
ζ = 0.1981. Le courbe rouge indique le meilleur ajustement de l’équation (E.1) avec les
paramètres indiqués en rouge. Dans cette situation, le paramètre ξ est repoussé aux frontières
de l’espace des paramètres ξ ∈ [−1,1]. En pratique, cette série temporelle ne passe pas l’étape
du test statistique de Lilliefors car il y a trop peu de points pour reconstruire proprement la
distribution. d : Distribution des maxima de y(t) pour U = 13.8 m/s (Figure E.2b) avec une
valeur aléatoire ζ = 0.4562.

2. Calculer la série temporelle y(t) = − log(∣x(t) − ζ ∣).
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3. Échantillonner la série temporelle y(t) en n blocs et en extraire les maxima (Mj)j=1..n.
Les maxima de y(t) sont associés aux minima de ∣x(t) − ζ ∣.

4. Ajuster la distribution des maxima à la loi d’extremum généralisée via l’équation (E.1).
Utiliser pour cela la méthode des L-moments (Faranda et al., 2012) et enregistrer le
paramètre de forme ξ du meilleur ajustement.

5. Répéter le calcul du paramètre de forme ξ du meilleur ajustement pour 100 valeurs
aléatoire de ζ.

6. Pour juger de la fiabilité de ces ajustements, réaliser un test statistique de Lilliefors
(1967), adaptation du test de Kolmogorov-Smirnov. Si le test de Lilliefors n’est pas
passé, les paramètres correspondants ne sont pas enregistrés.

7. Considérer que x(t) est chaotique si et seulement si la moyenne des ξ (en valeur absolue)
est plus petite qu’un écart-type des ξ.

E.4 Résultats et comparaison à l’évolution spectrale

Le drapeau étudié est en polypropylène bi-orienté d’épaisseur d = 90 µm, de longueur
L = 286 mm et de largeur H = 100 mm (Annexe A). La vitesse du vent est augmentée de
U = 0.4 m/s à U = 14 m/s par incréments de 0.4 m/s. Les séries temporelles du moment de
flottement sont enregistrées pendant 14 s (approximativement 1.4 × 104 observations), ce qui
recouvre plus de 100 périodes de flottement en général.

Avant de présenter les résultats de l’algorithme, il est souhaitable de discuter de l’évolution
générale des séries temporelles. Pour cela, les densités spectrales de puissance du moment
de flottement M(t) sont reportées verticalement sur la Figure E.3a. Nous voyons qu’il y a
présence d’une fréquence dominante dans la gamme de vitesse de vent U ≃ 0.5−4 m/s, ce qui
suggère un flottement périodique. La croissance linéaire de cette fréquence dominante avec la
vitesse du vent est en accord avec l’analyse de stabilité du Chapitre 1. Au-dessus de U ≃ 4 m/s,
nous voyons un enrichissement spectral progressif. Aussi, une basse fréquence de plus en plus
importante apparaît à partir de U ≃ 8 m/s. Toutes ces caractéristiques sont indicatrices d’une
transition vers une dynamique fortement non-linéaire (Manneville, 2004).

Appliquons l’algorithme de la Section E.3 afin de faire la distinction entre les dynamiques
chaotiques et non chaotiques. Les séries temporelles M(t) sont échantillonnées en n = 56
blocs de m ≃ 260 ms (i.e. 250 observations). Les résultats du test statistique de Lilliefors sont
présentés sur la Figure E.3b. Un paramètre de test plus faible que la valeur critique 0.4 signifie
qu’à 10 % de niveau de confiance, il n’y a pas de différences entre la distribution observée et la
loi d’extremum généralisée 1. Si le test n’est pas rejeté, nous considérons que les données sont
fiables. Nous pouvons remarquer que si la fréquence de flottement est inférieure à f = 4 Hz
(comme c’est le cas pour les vitesses de vent inférieures à U = 2 m/s), moins d’une période
est incluse par bloc et le test statistique est rejeté sans surprise.

Comme souligné précédemment, la détection du chaos est basée sur la valeur du paramètre
de forme ξ, lequel est reporté sur la Figure E.3c. Nous constatons une transition quasiment
continue entre un flottement périodique et un flottement chaotique pour U = 8 m/s. Il est
rassurant que ce seuil soit compatible avec l’apparition des basses fréquences dans les densités
spectrales de puissance de la Figure E.3a. Néanmoins, il y a un décalage systématique de ξ vers
les valeurs négatives, et également une plage de vitesse de vent très étroite pour laquelle une
dynamique non chaotique est détectée (à U ≃ 11 m/s), sans signatures spectrales évidentes.

1. La valeur critique 0.4 fixée arbitrairement pour le test de Lilliefors est plus élevée que celle préconisée
lors de l’étude de variables indépendantes et identiquement distribuées (i.e. 0.2 pour n ≃ 50 maxima).
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Figure E.3 – Détection du chaos. a : Évolution des densités spectrales de puissance de M(t)
lorsque la vitesse du vent est augmentée. Le drapeau flotte à partir de Uc ≃ 0.5 m/s. b :
Résultats de l’algorithme de la Section E.3. La zone grise indique les données non fiables vis-
à-vis du test de Lilliefors. c : Paramètre de forme ξ. La zone rose indique que la convergence
vers une distribution de Gumbel est obtenue (ξ ≃ 0), c’est-à-dire que la dynamique est
chaotique. Les barres d’erreurs correspondent à l’écart-type de ξ calculé pour 100 valeurs
aléatoires de ζ.

E.5 Limites de la méthode

Nous avons montré que l’algorithme de la Section E.3 localise le régime chaotique de
manière raisonnable vis-à-vis de l’évolution des densités spectrales de puissance. Examinons
cependant les limites de l’algorithme en termes d’échantillonnage des séries temporelles.

Figure E.4 – Sensibilité de l’algorithme à l’échantillonnage. La vitesse de vent requise pour
détecter le chaos Uchaos converge vers 8 m/s, mais une forte dispersion est observée au-delà
de m = 600 ms. La courbe rouge est un guide pour les yeux. La flèche verte indique la taille
de bloc choisie pour l’analyse de la Figure E.3b,c.

D’un point de vue physique, lorsque le nombre de bloc n est fixé ou lorsque le temps
d’observation m est fixé (nm étant la durée totale de la série temporelle), l’échelle de temps
maximale à laquelle nous observons les récurrences temporelles dans l’algorithme est figée.
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Cela impose la fréquence minimale à laquelle nous pouvons analyser la dynamique de la série
temporelle. Par exemple, dans le cas de la Figure E.3b, nous avons m ≃ 260 ms et par
conséquent nous ne prenons pas en compte le domaine fréquentiel 0 − 4 Hz. Pour déterminer
plus précisément l’impact de l’échantillonnage sur la détection du chaos, nous reportons la
vitesse de vent requise pour détecter le chaos Uchaos en fonction du temps des blocs m,
Figure E.4. Nous observons une tendance décroissante de Uchaos pour m inférieur à 100 ms,
i.e. lorsque la gamme de fréquence non prise en compte contient la fréquence dominante de
flottement (∼ 10 Hz), puis une convergence autour de la valeur Uchaos = 8 m/s. Néanmoins,
lorsque le temps d’observation est plus grand que 600 ms, nous constatons une dispersion des
résultats, associée au fait que moins de n = 25 valeurs soient utilisées pour reconstruire la
distribution des maxima, probablement trop peu.

Au final, la méthode doit être appliquée avec soin : si la série temporelle est trop échan-
tillonnée, alors la fréquence typique du flottement n’est pas “ressentie”, menant à des résultats
trompeurs. À l’inverse, si il y a trop peu de blocs (typiquement moins de 25 blocs), alors la
distribution des maxima des blocs n’est pas reconstruite précisément, et une forte dispersion
de l’ajustement (sur la loi d’extremum généralisée) s’ensuit.
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Résumé

En flottant, les drapeaux puisent l’énergie cinétique du vent et produisent des oscillations
périodiques. Utiliser des drapeaux pour générer de l’électricité est donc une perspective rendue
possible par le flottement. Partant de ce principe très simple, cette thèse porte sur la dynamique
des drapeaux dans le vent.

En soufflerie, nous étudions les efforts qui s’appliquent sur le mât de drapeaux flottants, en
termes de fluctuations de moment et de traînée. En particulier, nous observons de fortes varia-
tions d’efforts entre les différents régimes de flottement caractérisés par un nombre constant de
nœuds de vibration. Un modèle de drapeau résolu numériquement par une méthode de Galerkin
nous montre que lors des transitions entre les régimes de flottement, le moment appliqué au
mât diminue fortement du fait de la diminution de la courbure du drapeau à l’encastrement.

Lorsque le mât du drapeau est lui-même un oscillateur d’inertie et de raideur paramé-
trable, nous constatons un couplage fort entre le mouvement du drapeau et du mât avec un
phénomène d’accrochage fréquentiel. Nous étudions ce couplage expérimentalement, et nous
montrons qu’un nombre de “raideur-amortissement” pilote la rotation du mât. Notamment,
nous obtenons un dispositif qui génère des rotations de 80o crête-à-crête à des vitesses de vent
de l’ordre de 10 m/s.

Abstract

When flags flutter, they harvest the wind kinetic energy for producing periodic oscilla-
tions. Using flags for generating energy is then possible with flutter. Starting from this simple
principle, this thesis deals with flag dynamics in the wind.

In a wind tunnel, we study the forces on the flagpole of fluttering flags, focusing on the
fluctuations of the flapping moment and drag. In particular, we observe strong variations of
forces between different regimes of flutter characterized by a constant number of nodes. A
model for flags is solved numerically with a Galerkin method and shows that during transitions
between flutter regimes, the moment applied to the flagpole decreases because of the decrease
of the flag curvature at the flagpole.

When the flagpole is an oscillator with configurable inertia and stiffness, we report a
strong coupling between the motion of the flag and its flagpole, with a frequency lock-in
phenomenon. We study this coupling experimentally, and we show that a “stiffness-damping”
parameter regulates the flagpole rotation. Notably, we design a coupling generating peak-to-
peak rotations of 80o at wind speed of the order of 10 m/s.


