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Abstract. Wall effects on electrophoretic motion of a non-conducting particle are investigated by
resorting to a boundary integral approach. Contrary to available works in the field,
our method applies to a particle of arbitrary shape and zeta potential. Morevover, it
circumvents calculating the perturbation potential and the fiuid flow. Enclosed numerical
results emphasize that, near the plane boundary, wall-particle interactions may strongly
madify the electrophoretic motion taking place for a single sphere. © 2001 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Electrophorése d’une particule en présence d’une paroi plane

Résumé. On étudie Uinfluence d'une paroi plane sur Uélectrophorése d’une particule isolante. La
frontiére est isolante ou parfaitement conductrice pour un champ électrique uniforme
appliqué E o, respectivement paralléle ou normal a celle-ci. L'approche adoptée se réduit &
la résolution de T équations intégrales de frontiére, évite de déterminer le champ électrique
et U'écoulement dans I'électrolyte et enfin s’applique & une particule de forme et de 7éta
potentiel arbitraires. Les premiers résultats numériques montrent gue la paroi induit,
selon les cas et la distribution de zéta potentiel de la particule, une mise en rotation,
une accélération ou un ralentissement importants d’une sphére située dans son voisinage.
© 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Version frangaise abrégée

Soit une particule P, dont la surface isolante S admet pour normale sortante n et pour zéta potentiel
¢ [1], plongée dans un électrolyte de permittivité ¢ et de viscosité p occupant le domaine semi-infini 2
{voir figure I). Sous I’action d’un champ électrique supposé uniforme E ., P migre avec des vitesses de
translation U (celle d’un point O de P) et de rotation §2 4 déterminer en fonction de eEo, /i, ¢ et enfin de
la distance a la frontidre plane X et de ses propriétés : isolante et de zéta potentiel uniforme ¢, pour E,,
parallzgle 2 X (cas 1), parfaitement conductrice pour E, normal 2 ¥ (cas 2). Seul le cas d’une sphére avec ¢
constant 2 été traité [5—7]. Cette note présente une méthode fournissant (U, ) pour une particule de forme
et de zéta potentiel { arbitraires dans les cas 1 et 2.

Désormais, la convention de sommation des indices est utilisée et ¥ admet en coordonnées cartésiennes
z; = OM - e; I’équation 3 = —h ol A > 0. On désigne par (u,p) et E = E,, — V¢ 'écoulement
du fluide (de tenseur des contraintes o) et le champ électrique dans {1. Ce potentiel de perturbation
¢ et (u,p) vérifient d’une part I'équation de Laplace et les équations stationnaires de Stokes [1] dans
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§2 et d’autre part [6] les conditions aux limites (2.1}2.3) od # = OM. Finalement, (U,§2) s’obtient
en imposant la nuliité du torseur des efforts hydrodynamiques [8] sur S, ¢’est-3-dire les égalités (2.4).
L'introduction, pour i € {1,2,3} et L € {T, R}, des six écoulements de Stokes (u{?,p{?), de tenseur
des contraintes a-f[f), asujettis a (2.5) permet, aprés adaptation du théoréme de réciprocité [9] au domaine
semi-infini 2, de montrer que (2.1}42.4) conduit au syst®me de six équations linéaires (2.7} pour les
composantes des vitesses inconnues U/; = U - e; et §2; = §2 - ;. La matrice associée a (2.7), donnée par
(2.6), est symétrique et définie négative [10]. Ainsi, (U, £2) est unique et fournie par la seule évaluation des

vecteurs ff(f) = af;) -n et V¢ sur St Ces quantités sont obtenues par résolution des 7 équations intégrales
de Fredhoim (2.8)—(2.11) sur S od M(x;,z2, —2h — z3) est le symétrique de M (21, 22,23) par rapport
2 X, En effet, (2.8) procure ¢ sur S donc également V¢ via la condition de Neumann (2.1).

Les formes discrétisées de (2.8)+2.9), obtenues avec un maillage & N noeuds de triangles curvilignes sur
S et une représentation isoparamétrique des inconnues [12], sont résolues par factorisation LU, Considérons
la sphére OM = a < h plongée dans E., = Fe; et telle que {’ soit 'une des cing fonctions ¢/, définies
en (3.1) ol les constantes non nulles F et ¢} sont homogénes respectivermnent 3 un champ électrique et un
zéta potentiel. Tracons alors, en fonction de la variable de séparation X = e/k < 1, les seules composantes

non nulles des vitesses adimensionnées ©b™ et w*™ introduites par (3.2)—(3.3) (de sorte que wb(0) =1
i J P que u;

si u;’"(O) # (). L’évaluation (3.3} des quantités c;-’” fait appel a {13]. Les figures 2a-2d regroupent les
résultats obtenus pour le choix N = 530 qui assure une précision de 10~ (voir le rableau de comparaison
avec [7,14] pour ¢’ = ¢{ uniforme). Notons que seule ul‘l = ug‘l ne dépend que trés faiblement de X. Les
autres quantités présentent toutes une forte variation lorsque la paroi est proche (A — 1). Ainsi, une sphare
qui ne tourne pas ou ne se translate pas loin de ¥ peut acquérir une translation ou une rotation pré2s de &
(voir les figures 2b et 2c¢ respectivement). Les figures 2a et 2c révelent que pour ¢’ = ¢, la translation induite
par ta paroi est toujours parallete au champ E, appli%ué des lors %ue n zé 2. Par rapport & sa translation loin
de L, la sphere ?eut en fait &tre accélérée (cas de ui = u§'5, up? =ud® et ug‘3) ou ralentie (cas de u}"‘,

24 upt =2, 3 g’ = C{”‘fl /a la sphere se translate perpendiculairement

Uy, UY =uUp', Uy et ug’4). Au contraire, pour
au champ électrique appliqué (cas des quantités u? et uy™” Ala figure 2c).

1. Introduction

We consider a rigid and non-conducting particle P (see figure 1) that is freely suspended in a Newtonian
electrolyte of constant viscosity 4 and dielectric permittivity e, Within the usual thin double-Jayer model [1],
the particle-electrolyte interactions are characterized by the so-called “zeta potential” function ¢ on
the particle’s surface S. Under the external electric field E.,, P experiences a rigid-body motion of
unknown translational velocity U (the velocity of one point O attached to P) and angular velocity £2.
This phenomenon, termed Electrophoresis, admits fundamental applications in chemical engineering and
biology. If the fluid is unbounded, (U, 2} depends on €{ /i1, E, and upon the particle’s shape. For example,

n
Figure 1. A rigid particle P near a plane
Q wall I (23 = —h).
1

Figure 1. La particule solide P en
présence du plan ¥ (x3 = —h).
E(.’Ba = —h)
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as soon as both E,, and ¢ are uniform, the well-known Smoluchowski result
U=>2—, =0 {1.1)

holds for any shape [2-4], Unfortunately, only a few papers [S—7] deal with the case of a proximal boundary.
These available works address, for a sphere of uniform zeta potential  only, the following circumstances:
(i) Case 1: E is uniform and parallel to an insulating plane 3 of uniform zeta potential ¢,, and one sets
¢" = ¢ — Cus
(ii) Case 2; E,, is uniform and normal to a perfectly conducting plane X and one sets {' i= (.
This note introduces a new method to cope with the intricate case of a particle of arbitrary shape and zeta
potential { in previous cases 1 and 2. It also presents and discusses our very first numerical results.

2. A whole boundary integral equation formulation of the problem

We use Cartesian coordinates x; = OM - e;, set » = OM and take as proximal boundary ¥ the plane
g = —h (see figure 1) with h > 0 and such that P lies above X.

Under usual assumptions [1], the perturbation potential ¢ and the electrolyte flow (u,p), of stress
tensor o, respectively fulfill in the fluid domain £ the harmonic equation and the quasi-static creeping
flow equations together with the boundary conditions [6]:

E-n=0 and u=U+ﬂ/\OM—;—CE on 5, (Vg,p)— (0,0} asr—oo (2.1)

Casel:u=—%‘” and V¢.eg==0 onZk, u—-»-—E%”Eoo a8 r — X (2.2)

Case2:¢=0 and u=0 onZ, u—=9 asr—oo (2.3)

where E = E, — V¢, I = ¢; ® ¢; and n denotes the unit outwarding normal on the smooth enough
surface 5. The electric field E exerts zero net force and torque on S [8], For our freely-suspended particle
these properties result in the additional conditions:

[e,--cr-nd.5’=0, [[e,;AOM]-a-ndSzO, i€ {1,2,3} 2.4)
S 8

Let us introduce, for L € {T, R}, six Stokes flows (ug) , pg)) of stress tensors dg) that vanish far from P

and obey the boundary conditions:
B _w® -0 onx @) _ g, d ul? —e, AOM S 2
u; > , uy =e; and uy =e; A on (2.5)

Accordingly, subscripts T' or R respectively refer to a translation or a rotation of P. Adapting the well-
known Lorentz reciprocal identity [9] to our semi-infinite fluid domain and defining the quantities A}’ and

By as
Ay =[ej .o . nds, By =/[ej/\0M]'°'g)'“dS (26)
s s

one may cast above conditions (2.4) in the following key 6-equation linear system, for unknown velocity
components I/; =U - e; and §2; = §2 - e;:

Afr:jUj+Bi'ij=’%/C’[EOO—VQb]-ag)-ndS, i€{1,2,3}, Le{T,R} 2.7
S
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Since its 6 x 6 square matrix is symmetric and negative-definite [10], our system (2.7} admits a unique
solution. This solution (U, 2} is a linear function of { — ¢, or ¢ in cases 1 or 2, respectively. In virtue of
(2.6)—2.7), one determines (U, £2) by computing the surface tractions f}f) == a’f,f) -1 and the vector V¢
on the particle’s surface S only! Since V¢ - n = Ey - n on S (see (2.1)), calculating ¢ and thereafter its
tangential derivatives on 5 yields V¢ on S. This is achieved by noting that, in case m with m € {1,2},
¢ obeys on .S the well-posed Fredholm boundary integral equation of the second kind:

PM - n(P PM' - n(P
—4n(M) + fs [6(P) — ¢(M)] T;f) dSp + (-1)™* fs $(P) 57— M‘,‘?,( L asp
=[9[ oo * P){PTM (- 1)""“"11:.1 }dSp (2.8)

where M’ (21, 22, —2h — 23) denotes the symmetric of M (z1, 22, 23) with respect to the plane . Finally,

the material in [9,11] makes it possible to show that our surface force f; (4 = crf,f) ' 1 obeys the following

Fredholm boundary integral equation of the first kind:
—8ru[ul? . e;] (M) = / (6% + G2 (P, M)[((P) - ex] dSp, Le{T,R} (2.9)
(PM - ¢;)(PM - e;)

Ak
0 _ Ok
Gl(P M) = 4 PR ) (2.10)
AM. ,
G (P M) = G5y (P, M") - 2¢; [%] {5k3PM"ej —8;sPM’ - e
3(PM’ - e,)(PM' -
+AP ¢ [éjk— ( ;ﬁm e")]} @.11)

where ¢; = 2 = 1, ¢ = —1 and AO = hes. The proposed boundary integral equation formulation (2.8)-
(2.11) circumvents determining ¢ and (u, p) in the whole fluid domain.

3. Numerical results and discussion

Each integral equation (2.8) or (2.9) is discretized by using a N-node mesh of 6-node isoparametric,
curvilinear and triangular boundary elements on .S [12] and yields a matrix system AX =Y of unsymmetric
and dense N' x N’ matrix (N = N for (2.8) and N' = 3N for (2.9)). The discretized solution X is
obtained by employing a LU factorization algorithm. If E and ¢ denote non-zero and uniform electric
field magnitude and zeta potential we give numerical results for the sphere OM =@ < k for E = Eey
(with ! € {1,2} incase 1 and ! = 3 in case 2) and five zeta potential functions ¢, defined as

/2
¢1=2So G= Coxl G=- Coms C’=C0m1 (s = C0333 3.1

H a 4 O}2 H
We look at the non-zero and normalized electrophoretic mobilities u ™(X) and w ™(A) such that

RU;0) )

, A = if ¢('=¢, and E =Fe 32

uy™(A) =

where X := a/h < 1 denotes the separation parameter and c;’" = 1if U;(0) =0 else c;-’” = pU;(0)/

e(h&). Thus, if non-zero, wh™0) = 1. Using [13], one easily obtains:
0 f]

1 2
=g'=g'=1 q'=q’=g"=;, Gl=d'=qg’=¢ (3.3)
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Figure 2. Non-zero normalized velocities u;"" and w;”' for Eoo = Fey and (' = ¢}, () u_f,-'“ forn € {1,4,5}.
(b)wi™ for n € {1,4,5}. () uy™ forn € {2,3}. (Pwi™ forn € {2,3}.
Figure 2. Vitesses adimensionnées u;’“ et w;-"‘ pourEo=Eeiet ' =¢,. () u;.'" sine{1,4,5}. (b} w;'" i
ne{l,4,5} ©u"sine{2,3}. wi"sine {2,3}).

Available works [6,7,14] provides a nice benchmark for {' = {}. As indicated in the table, a 530-node mesh
on S yields a 0.01% accuracy in the whole domain A € [0.1,0.9].

Non-zero functions uf,"' and w;’"', computed with the refined 530-node mesh, are displayed in
Sfigures 2a-2d. Note that u1 = U2 ! (cutve t>) only weakly depends on the distance to the boundary (see
also the table). Conversely, each other normalized velocity exhibits a strong dependence upon the separation
variable A (as soon as A roughly exceeds 0.2). Thus, wall effects become of prime importance in those
cases. For instance, a sphere that does not rotate far from the wall experiences a rotation in proximity of the
boundary (see figure 2b) whilst a particle that does not translate far from the wall (see figure 2c) exhibits a
translational velocity near the boundary. As depicted in figures 2a and 2c, the sphere translates parallel to
the external field B, for ' = ¢/, withn € {1, 3,4 5} With respect to its velomty far from the wall, it may

elther be sgeeded up by the wall (thls isthe case of uy™” = u2 y Uy = ug and u %) or slowed down (case
of ul y Ug', Uy ug L ug Ll Uy’ %), For ¢ = Cgscl /a the translatlon of the sphere is this time found to

be perpendicular to the applied field E., (see functions u? and u;’z in figure 2c)! This amazing behavior
was not suggested by the case of a single particle since U vanishes for ¢; far from the boundary!
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Table. Computed and theoretical [7,14] non-zero and normalized electrophoretic mobilities
u™(X) and w}™ (A) for a 530-node mesh and the uniform function ¢’ = ¢4

Tableau, Mobilités non nulles et adimensionnées u;'"()\) et w;.'“()\) pour un maillage & 530
noeuds et un zéta potentiel uniforme ' = ;. Comparaisons avec [7,14].

A=afh w'() w7 W) WM gt ud() [14]
0.1 1.00012 0.99994 —0.000019 —0.000019 099962 0.99938
0.5 (.99467 0.99448 —0.012325 —0.012333 09211 0.92089
09 0.99790 0.99789 —0.203950 —0.203891 (.38535 0.38584

4. Conclusions

The electrophoretic motion of a single sphere may be dramatically affected by its interactions with
a proximal and plane boundary. Wall effects deeply depend upon the zeta potential ¢, the applied field
E. and the wall properties {cases 1 or 2). One may also expect additional orientation effects for other
non-uniformly charged and non-spherical particles. This basic question is under current investigation.
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