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2 RésuméLe sillage d'un avion est onstitué d'une paire de tourbillons ontra-rotatifs d'axe horizontal qui, en �uide homogène, est a�etée par une in-stabilité à grande longueur d'onde : l'instabilité de Crow, et par une instabi-lité à petite longueur d'onde : l'instabilité elliptique. Cette thèse a pour butd'étudier les instabilités tridimensionnelles et les roissanes transitoires desperturbations sur e dip�le tourbillonnaire en milieu homogène et strati�é etde mieux omprendre l'e�et de la strati�ation vertiale sur la dynamiquebidimensionnelle et tridimensionnelle de ette paire de tourbillons par dessimulations numériques diretes et des analyses théoriques.Par une étude de stabilité linéaire tridimensionnelle, on retrouve les bandesd'instabilités de Crow et elliptique, mais on observe également de nouveauxmodes osillants dont le taux de roissane maximum est plus faible que eluil'instabilité elliptique mais qui est beauoup plus large bande, déstabilisanttous les nombres d'onde même lorsque l'elliptiité est modérée. Les rois-sanes transitoires des perturbations sur e dip�le, étudiées en déterminantles perturbations optimales linéaires alulées en utilisant l'adjoint des équa-tions de Navier-Stokes linéarisées, montrent le r�le ruial de la région oùl'étirement est maximal aux temps ourts par rapport au temps d'advetiondu dip�le et des points hyperboliques aux temps intermédiaires.Des études sur la dynamique tridimensionnelle des tourbillons de sillaged'avion en �uide strati�é ont été réalisées. Une analyse de stabilité linéaires'appuyant sur une hypothèse de quasi stationnarité pour des niveaux destrati�ation faibles montre que les instabilités de Crow et elliptique sontpeu a�etées. Les taux de roissane et les longueurs d'onde de es instabili-tés sont proportionnelles aux valeurs instantanées des paramètres du dip�le.Pour les strati�ations modérées et intenses, l'éoulement étant instation-naire, les perturbations optimales sont alulées par une tehnique du diret-adjoint qui tient ompte de l'évolution de l'état de base. La dynamique resteprinipalement inertielle aux instants intermédiaires, l'e�et de la fore de�ottabilité étant, de modi�er la dynamique bidimensionnelle en rapprohantles tourbillons, de déformer et rapproher les perturbations présentes dansle oeur de haun des tourbillons. Par ontre, aux instants plus longs pourdes niveaux de strati�ation intenses, la dynamique pilotée par les e�ets dedensité est onentrée dans le sillage du dip�le et non plus dans les oeursdes tourbillons, dans le as de l'instabilité à ourte longueur d'onde.



3AbstratAn airraft wake is made of horizontal ounter-rotating vorties and isknown to be a�eted, in homogeneous �uid, by a long-wavelength instability :the Crow instability and a short-wavelength instability : the ellipti instabi-lity. Here three-dimensionnal instabilities and transient growth of perturba-tions on suh dipole in homogeneous and strati�ed media are explored and thee�et of vertial strati�ation on two-dimensionnal and three-dimensionnaldynamis of this vortex pair is investigated with diret numerial simulationsand theoretial analyses.By means of a three-dimensionnal linear stability analysis, we retrieve theCrow and ellipti instability bands but we also observe new osillatory modeswith maximal growth rates weaker than the ellipti instability ones but muhmore broad band instability mode, destabilizing all the wavenumbers evenwhen elliptiity is moderate. Transient growth of perturbations on this dipole,investigated by omputing the linear optimal perturbations alulated withthe adjoint of linearized Navier-Stokes equations, demonstrates the ruialrole of the region of maximal strain at short times ompared to the advetiontime of the dipole and of the hyperboli points at intermediate times.Investigations on the three-dimensional dynamis of trailing vorties in stra-ti�ed �uids have been performed. For weak strati�ations, a linear stabilityanalysis, relying on a quasi steady hypothesis, demonstrates that the Crowand ellipti instabilities are almost una�eted. The growth rates and thewavelengths of these instabilities sale on the instantaneous values of theparameters of the dipole. For moderate and intense strati�ations, the �owis unsteady and optimal perturbations are omputed with a diret-adjointtehnique whih takes into aount the evolution of the base �ow. Dynamisis mainly inertial at intermediate times, the e�et of the buoyany fore beingto modify the bidimensional dynamis, by reduing the separation distanebetween the vorties, to deform and bring loser the perturbations loated oneah vortex ore. However, at larger time horizon for intense strati�ations,all the dynamis, driven by density e�ets, is onentrated in the wake of thedipole and not in the vortex ores, in the ase of short-wavelength instability.
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Chapitre 1Introdution
1.1 ContexteLes tourbillons de sillage d'avion sont des régions d'intense vortiité quise développent derrière les avions au ours de leur vol. Sur la Figure 1.1, ilssont visibles grâe à la déformation des nuages.(a) (b) ()

Fig. 1.1 � (a) Tourbillons de sillage derrière un avion visibles grâe à ladéformation des nuages. La photo a été prise par P. Bowen. (b) Tourbillonsde sillage derrière un Cessna au-dessus d'un ban de brume survolant le laTahoe à la vitesse d'environ 313km/h. Lors de la desente des tourbillons desillage à travers le ban de brume, l'éoulement dans le sillage a été renduvisible par la déformation de la ouhe de brume. La photo a été prise par P.Bowen pour la Cessna Airraft Company (Soure : Gallery of Fluid Motion,Physis of Fluids A, Vol. 5, September 1993)- () Sillage derrière un Boeing777. La photo a été prise par Steve Morris. (Soure : Airliners.net)6



Introdution 7Lors du vol d'un avion, il apparaît une zone de plus haute pression sous l'ailequ'au dessus, à l'origine de la fore de portane. Aux extrémités, la massed'air située dans la zone de haute pression sous l'aile (intrados) a tendane às'éhapper vers la zone de basse pression au dessus de l'aile (extrados). Paronséquent, sur l'intrados (resp. extrados) les lignes de ourant sont dé�é-hies vers le bout de l'aile (resp.vers l'avion). La masse d'air aquiert ainsi un

Fig. 1.2 � Tourbillons de bout d'aile derrière une aile retangulaire. L'aileest dans un tunnel de fumée, où les tubes de ourant individuels sont visiblesgrâe à des �laments de fumée. (Soure : An Album of Fluid Motion, VanDyke Milton, The Paraboli Press, Stanford, Calif, 1982.)mouvement de giration aboutissant à la formation d'une paire de tourbillonshorizontaux et de sens de rotations opposés (Figure 1.2), appelés tourbillonsde sillage d'avions. En fait, à l'atterrissage et au déollage, plusieurs tour-billons se forment par ontournement par le �uide des diverses extrémités dela voilure (ailes, volets ...). Ces tourbillons fusionnent pour donner naissaneà une seule paire de tourbillons ontra-rotatifs très intense qui se propagevers le bas. Selon les onditions météorologiques, ette paire de tourbillonspeut être rapidement détruite (atmosphère turbulente) ou être transportéeen dehors des ouloirs aériens, ou au ontraire persister longtemps (atmo-sphère alme). Si elle onserve sa ohérene, elle onstitue un danger pourles avions suiveurs ar elle provoque un mouvement de roulis et un mouve-



8 Introdutionment de desente. La menae est d'autant plus grande que l'avion qui suitest de plus petite taille que l'avion qui a engendré la paire de tourbillonset, en partiulier, en phase d'atterrissage et de déollage (Figure 1.3). A�n
Fig. 1.3 � Séquene représentant le déollage d'un Boeing 747, de la fu-mée industrielle permettant d'observer les ontours d'un des tourbillons desillage (Photo B. Stoyles, Soure : http: // oea. lar. nasa. gov/ PAIS/Conept2Reality/ wake_ vortex. html ).d'éviter les aidents graves, des normes de séurité dé�nissant des distanesde séparation minimales entre les avions ont été mises en plae a�n de limi-ter la fréquene des atterrissages et des déollages (voir Jaquin [22℄ et sur lesite de la NASA "Wake-Vortex Hazard" http://oea.lar.nasa.gov/PAIS/Conept2Reality/wake_vortex.html). Ces normes, qui prennent en omptela atégorie de poids de l'avion meneur et de l'avion suiveur, sont e�aes dupoint de vue de la séurité mais sont souvent exessives par rapport aux dis-tanes de séparation réellement néessaires ar la dissipation des tourbillonsde sillage dépend des onditions météorologiques. Ave l'engorgement des aé-roports et les projets de super gros porteurs omme l'A380, il s'avère nées-saire d'a�ner es normes qui ont été établies à la �n des années 60. Plusieursvoies sont atuellement explorées a�n de diminuer le danger que représententles tourbillons de sillage tout en optimisant la gestion du tra� dans les aéro-ports. D'une part, onernant la détetion des tourbillons dans les aéroportspar des systèmes de mesure omme le LIDAR (Light Detetion And Ran-ging) qui permettent de suivre les tourbillons a�n de voir s'ils sont détruitsou emportés en dehors des ouloirs aériens. D'autre part, en étudiant les mé-anismes de dissipation de es tourbillons a�n d'être apable d'atténuer lasignature tourbillonnaire des avions. En plus de et intérêt éonomique, vients'ajouter le problème de l'impat potentiel des avions à haute altitude de roi-sière sur l'environnement. En e�et, les gaz d'éhappement des avions sont àl'origine de la formation de traînées de ondensation, appelées "ontrails", quisont visibles par beau temps sous forme de traes blanhes dans le iel (Figure



Introdution 9(a) (b)

() (d)

Fig. 1.4 � Traînées de ondensation derrière des avions. (a)-(d) Photos deJ.P. Willems (Soure : Airliners.net).1.4). Ce sont la vapeur d'eau et les gaz sulfuriques (en formant des petitespartiules) ontenus dans les gaz d'éhappement qui sont prinipalement àl'origine de l'existene de es traînées de ondensation (Paoli et al. [38℄). Ellespeuvent se former si, alors que que les gaz d'éhappement se refroidissent etse mélangent à l'air ambient, l'humidité devient su�samment importante (oula température de l'air devient su�sament basse) pour que la ondensationde l'eau liquide puisse se produire. Si le niveau d'humidité est su�sant, la va-peur d'eau se ondense sur des partiules pour former des gouttes d'eau qui,en se refroidissant, gèlent et forment les partiules de glae qui onstituentles traînées de ondensation ("Airraft Contrails Sheet", United States Envi-ronmental Protetion Ageny, Septembre 2000, www.faa.gov/regulations_poliies/poliy_guidane/envir_poliy/media/ontrails.pdf). A lasuite de ette formation de glae, les traînées de ondensation peuvent évo-luer de deux façons di�érentes selon le degré d'humidité de l'atmosphère. Si



10 Introdutionelui-i est bas, leur durée de vie sera ourte puisque les partiules de glaevont s'évaporer rapidement en même temps que les gaz d'éhappement se-ront omplètement mélangés à l'atmosphère. Si au ontraire l'humidité estélevée, les traînées de ondensation vont persister longtemps puisque les par-tiules de glae nouvellement formées vont ontinuer à grossir en prenant del'eau de l'atmosphère qui les entoure. Dans e as, elles peuvent persisterpendant plusieurs heures, s'étendre sur plusieurs kilomètres en largeur et sur200 à 400m en hauteur. Elles forment d'abord des nuages en forme de lignes(a) (b)

Fig. 1.5 � (a) Vue depuis la Station Spatiale Internationale (ISS) des traî-nées de ondensation sur la vallée du Rh�ne et les Alpes le 15 Mai 2002(Soure : Earth Siene and Image Analysis Laboratory, NASA) - (b) Traî-nées de ondensation et nuages naturels en Virginie du Nord le 26 Janvier2001 (Photo : L. Nguyen, Soure : NASA)(estimés ouvrir en moyenne 0.1 % de la surfae de la terre), puis évoluenten nuages similaires aux irrus mais ontenant une plus grande densité depetits ristaux de glae omparé aux irrus naturels et ayant don un plusgrand albedo (Travis et al. [51℄). L'impat de es traînées de ondensationsur l'environnement a été disuté pendant plusieurs années et réemment dé-montré par l'étude limatique de Travis et al. [50℄. Ils ont démontré que etteaugmentation arti�ielle de la ouverture nuageuse de l'atmosphère avait unimpat sur le limat. Après le 11 Septembre 2001 et l'interdition de vol detous les avions ommeriaux pendant la période de trois jours qui a suivi, ilsont mesuré la variation de température journalière (DTR), i.e. la di�éreneentre la température maximale diurne et la température minimale noturne,en l'absene de traînée de ondensation. Ils ont observé une augmentationsigni�ative de la DTR, démontrant un e�et global de refroidissement del'atmosphère. Le hangement de la DTR mesuré pendant l'interdition de



Introdution 11

Fig. 1.6 � Eart des variations de température journalière moyenne par rap-port aux valeurs normales provenant des données limatologiques de 1971-2000 pour les périodes de 3 jours indiquées en Septembre 2001. Ces périodesinluent les trois jours avant les attaques terroristes de 11 Septembre ; lestrois jours immédiatement après, pendant l'interdition de vol des avions etil n'y avait don pas de ontrails ; et les trois jours suivants. (Soure : Traviset al. [50℄)vol (du 11 au 14 Septembre 2001) par plusieurs stations météorologiques àtravers les Etats-Unis a augmenté d' 1.1C par rapport aux normales mesuréesentre 1971 et 2000 (Figure 1.6). Ce résultat est en ontraste ave les périodesde trois jours adjaentes pour lesquelles les valeurs de la DTR sont prohesou inférieures à la moyenne (Figure 1.6). Les éarts de DTR pour la périoded'interdition de vol sont en moyenne supérieures d' 1.8C par rapport auxéarts de DTR pour les deux périodes de 3 jours adjaentes.La taille, la densité et la persistane des traînées de ondensation étant liéesau mélange dû au développement des instabilités au début de l'évolution dusillage, il importe de aratériser au mieux les instabilités et les méanismesqui les ontr�lent. Il serait possible de limiter la persistane de es traînéesen agissant sur les tourbillons de sillage d'avion.1.2 Stabilité des tourbillonsCes dip�les tourbillonnaires sont instables vis-à-vis de perturbations tri-dimensionnelles. Des études ont montré l'existene d'instabilités à grande etpetite longueur d'ondes. Après avoir été observée sur des sillages d'avions (Fi-gure 1.7), la première visualisation de l'instabilité à grande longueur d'ondesur une paire de tourbillons ontra-rotatifs est dûe aux expérienes en labo-ratoire réalisées par Leweke & Williamson [30℄. Plusieurs observations expé-rimentales de l'instabilité à petite longueur d'onde ont été réalisées, d'abord



12 Introdutionsur des anneaux de vortiité (Krutzsh [25℄, Widnall & Sullivan [54℄ ...),puis par Thomas & Auerbah [49℄ sur un tourbillon d'une paire non symé-trique mais la première étude quantitative expérimentale de ette instabilitéà ourte longueur d'onde sur une paire de tourbillons ontra-rotatifs a étéréalisée par Leweke & Williamson [31℄. La Figure 1.8, représente une vue de

Fig. 1.7 � Traînée de ondensation derrière un bombardier B-47. On observeune déformation sinusoidale des tourbillons (instabilité à grande longueurd'onde) aboutissant à leur mise en ontat puis à la formation d'anneaux(Soure : An Album of Fluid Motion, Van Dyke, Paraboli Press).dessous d'une paire de tourbillons ontra-rotatifs engendrée par deux �apshorizontaux dans une uve remplie d'eau et visualisée par du olorant. Onobserve une instabilité à grande longueur d'onde symétrique par rapport auplan séparant les deux tourbillons, orrespondant à l'instabilité de Crow [8℄,et une instabilité à petite longueur d'onde antisymétrique, orrespondant àl'instabilité elliptique. Ces deux instabilités, qui déforment les tourbillons de



Introdution 13

Fig. 1.8 � Vue de dessous d'une paire de tourbillons ontra-rotatifs engen-drée par deux �aps horizontaux dans une uve remplie d'eau et visualiséepar du olorant. Le développement d'une instabilité à petite longueur d'onde(inférieure à la distane de séparation des tourbillons) superposé au dévelop-pement d'une instabilité à grande longueur d'onde (très grande par rapportà la distane de séparation des tourbillons) est visible. (d'après Leweke &Williamson [31℄)manière sinusoïdale, sont liées au hamp d'étirement exeré par un tourbillonsur son voisin.1.2.1 Instabilité de CrowL'instabilité à grande longueur d'onde a été étudiée par Crow [8℄ par uneanalyse de stabilité linéaire sur une paire de �laments de vortiité. Elle estaratérisée par des longueurs d'onde axiales omprises entre 5 et 10 fois ladistane de séparation des tourbillons. Le méanisme de ette instabilité estlié à la présene du hamp d'étirement au oeur de haque tourbillon, induitpar le tourbillon voisin. Les tourbillons tendent à s'aligner dans la diretiond'étirement : ils ondulent de manière symétrique dans des plans orientésà 45° (plan d'étirement maximal). Cette instabilité induit un déplaementsymétrique des tourbillons sans déformation de la struture tourbillonnaireet se développe de manière oopérative sur les deux tourbillons. Aux tempslongs, ette instabilité aboutit à la mise en ontat des tourbillons (Figure1.9(a)) qui forment ainsi des anneaux de vortiité par reonnetion (Figure1.9(b)).



14 Introdution(a)
(b)

Fig. 1.9 � Vue de �té du développement aux temps longs de l'instabilité deCrow. L'ampli�ation de la déformation sinusoïdale des tourbillons a aboutià leur (a) mise en ontat puis à leur reonnetion et à la (b) formationd'anneaux de vortiité périodiques (d'après Leweke & Williamson [30℄).1.2.2 Instabilité elliptiqueL'instabilité à petite longueur d'onde, appelée instabilité elliptique, estdûe à la déformation elliptique du oeur des tourbillons par le hamp d'éti-rement induit par haun des tourbillons sur son voisin. Elle est aratériséepar des longueurs d'onde axiales proportionnelles à la taille du oeur destourbillons. Le méanisme d'instabilité est une résonane entre le hampd'étirement d'intensité ǫ qu'un tourbillon applique sur l'autre et deux ondesd'inertie se propageant sur un tourbillon, appelées ondes de Kelvin, de mêmenombre d'onde axial k, de même fréquene ω et de nombres d'onde azimuthal
m et m + 2. Cette instabilité a été dérite théoriquement par Moore & Sa�-man [34℄ et Tsai & Widnall [52℄, qui ont étudié la stabilité d'un �lament de



Introdution 15vortiité dans un hamp d'étirement uniforme en se limitant aux modes deKelvin hélioïdaux, i.e. de nombres d'onde azimuthal |m| = 1. Ils ont montré(a) (b)
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Fig. 1.10 � (a) Relation de dispersion pour les modes de Kelvin d'un tour-billon de Rankine ave m = 1 (��) et m = −1 (��). Seules les 5 premièresbranhes ont été représentées (d'après Sa�man [42℄). - (b) Contours de lavortiité axiale de la perturbation pour un tourbillon de Rankine (d'aprèsWale�e [53℄).que l'instabilité se produit pour des nombres d'onde k et des fréquenes ωaux points d'intersetion des relations de dispersion assoiées aux ondes deKelvin m1 = 1 et m2 = −1 dans le plan (k, ω) représentés sur la Figure 1.10.Cette instabilité est partiulièrement intense pour ω = 0 et aux points d'in-tersetion (ka = 2.5, ka = 4.35, ...), le taux de roissane est proportionnel àl'étirement :
σ = 0.57ǫ. (1.1)Plus tard, Pierrehumbert [39℄ et Bayly [3℄ ont montré qu'un tourbillon el-liptique in�ni radialement est instable. Landman & Sa�man [26℄ ont en-suite étendu ette instabilité à des �uides visqueux en ajoutant un terme

σvisq = −νk2. Wale�e [53℄ a donné une interprétation physique de ette in-stabilité et un moyen de onstruire les modes normaux. Par une approheloale, il a montré que l'instabilité elliptique apparaît omme une instabilitéparamétrique d'onde d'inertie de fréquene nulle dans le repère �xe et est ainsisimilaire à elle déouverte par Tsai & Widnall [52℄. Par des onsidérationénergétiques, il a déterminé le taux de roissane maximal de l'instabilité :
σ =

9

16
ǫ. (1.2)



16 IntrodutionCe résultat, prohe de la valeur alulée par Tsai & Widnall [52℄, montreque 'est la dynamique du oeur des tourbillons qui gouverne l'instabilitéelliptique. Un mode de l'instabilité elliptique sur un tourbillon de Rankine(vortiité uniforme) dans un hamp d'étirement uniforme est représenté sur laFigure 1.10(b). Superposé à l'état de base, la perturbation aura pour e�et dedéformer le tourbillon. Cette déformation a été observée expérimentalementpar Leweke & Williamson [31℄ (Figure 1.11).

Fig. 1.11 � Vue rapprohée de l'instabilité à petite longueur d'onde, mon-trant la déformation de la struture interne des tourbillons (d'après Leweke
& Williamson [31℄).Cependant, le modèle du tourbillon de Lamb-Oseen (distribution gaus-sienne de vortiité) est plus prohe des tourbillons réels que le modèle du tour-billon de Rankine. Or, dans le as du tourbillon de Lamb-Oseen, il n'existepas de solution analytique simple des modes de Kelvin et il faut tenir omptede l'existene de ouhes ritiques. En e�et, une singularité apparaît dans larelation de dispersion lorsque la vitesse azimuthale de la perturbation estégale à la vitesse angulaire de l'éoulement de base. De nombreuses étudesont été onsarées à la stabilité des tourbillons de Lamb-Oseen (Eloy & Le Di-zès [13℄, Le Dizès & Laporte [29℄, Sipp & Jaquin [47℄ ...). Réemment, Fabreet al. [15℄ ont dérit théoriquement les ondes de Kelvin existant sur un tour-billon de Lamb-Oseen : ertains modes sont des ondes de Kelvin régulièresnon amorties existant sur le tourbillon de Rankine alors que d'autres sontdes modes singuliers amortis de nature di�érente. La présene d'un seondtourbillon impose un hamp d'étirement sur le premier, à l'origine d'une am-pli�ation de es ondes dans le oeur. Cependant, à la di�érene du tourbillon



Introdution 17de Rankine, la présene de ouhes ritiques empêhe un large nombre de ré-sonanes possibles. Sipp & Jaquin [47℄, par une analyse de stabilité linéaire,ont trouvé que les seules résonanes qui se produisent sont liées aux ondesstationnaires ω = 0 hélioïdales m = ±1 obtenues pour des valeurs spéi-�ques du nombre d'onde axial ka = 2.26, 3.96, 5.61.... L'instabilité elliptiquea été dérite théoriquement pour une paire de tourbillons de Lamb-Oseenpar Le Dizès & Laporte [29℄ qui ont déterminé le taux de roissane par uneestimation loale alulée à partir des aratéristiques du tourbillon près deson entre.1.3 In�uene de la strati�ationUne des aratéristiques de l'atmosphère est d'être strati�ée vertialementen densité. En e�et, le rayonnement solaire absorbé par l'atmosphère y induitdes gradients thermiques qui déterminent la forme des pro�ls de densité.1.3.1 Fréquene de Brunt-VäisäläDans une strati�ation stable ρ̄(z), si une partiule subit un déplaementin�nitésimal ξ de sa position d'équilibre selon la vertiale, elle ressent unefore de rappel dûe à la poussée d'Arhimède qui agit pour la ramener à saposition initiale. Dans l'hypothèse d'un �uide inompressible, elle est soumiseà la fore de �ottabilité volumique :
gξ

dρ̄

dz
. (1.3)Si on néglige la visosité et les e�ets dynamiques de la pression, on obtientl'équation du mouvement de ette partiule :

ρ0
d2ξ

dt2
= gξ

dρ̄

dz
(1.4)où ρ0 est la densité de référene. Pour dρ̄/dz < 0, ette équation est elled'un osillateur de fréquene :
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−

g

ρ0

dρ̄

dz

) 1
2 (1.5)Cette fréquene est appelée fréquene de Brunt-Väisälä et mesure l'intensitéde la strati�ation. Elle est proportionnelle à la variation vertiale de ladensité (dûe au hangement de pression, de température ou de onentration



18 Introdutionen vapeur d'eau dans l'atmosphère) et une on�guration dρ̄/dz < 0, i.e.
N2 > 0, est gravitationnellement stable. En réalité, ela est vrai si on négligeles e�ets de ompressibilité : pour que le pro�l de densité soit instable, il fautdépasser une valeur ritique du gradient de densité.1.3.2 Strati�ation de l'atmosphèreLa Figure 1.12(a) représente le pro�l vertial de densité dans les 15kminférieurs de l'atmosphère. Dans la troposphère (0−11km), la densité déroîtave l'altitude et le pro�l de densité est gravitationnellement stable. La Fi-(a) (b)

Fig. 1.12 � (a) Distribution de densité ave l'altitude dans l'atmosphère(d'après NASA 1962 Standard Atmosphere). - (b) Distribution vertiale duarré de la fréquene de Brunt-Väisälä N2(z) dans l'atmosphère en hiver eten été (d'après Charney & Drazin [?℄)gure 1.12(b) représente la distribution vertiale de N2(z) dans l'atmosphèreen hiver et en été. La fréquene de Brunt-Väisälä N est de l'ordre de 10−2s−1dans l'atmosphère. Dans la troposphère, elle augmente ave l'altitude et va-rie entre 0.02s−1 au sol et 0.01s−1 à la tropopause (11km) alors que dans labasse stratosphère, sa valeur varie peu et reste prohe de 0.02s−1. Les avionsvolent à une altitude de roisière d'environ 10-12 km. Les tourbillons de sillageformés derrière les avions desendent vertialement dans l'atmosphère, trans-



Introdution 19portant une masse de �uide dont la densité est elle de l'air à l'altitude àlaquelle l'avion vole. En desendant, ette masse de �uide va renontrer du�uide de densité di�érente et la fore de �ottabilité va a�eter son mouve-ment. L'intensité de la strati�ation est aratérisée par le nombre de Foude
Fr qui orrespond au rapport entre l'éhelle de temps aratéristique de lastrati�ation Ts = 1/N et le temps d'advetion des tourbillons Ta = 2πb2/Γ,où b est la distane de séparation entre les tourbillons et Γ la iulation d'untourbillon (Ta orrespond au temps que met la paire de tourbillon réée parl'avion à parourir une distane de séparation du dip�le). Pour les gros avions(A340, B747), Ta est supérieur à 30s en phase d'atterrissage et à 25s en phasede roisière (Gerz [18℄). Pendant l'hiver, à l'atterrissage, orrespondant à laon�guration où la fréquene de Brunt-Väisälä est la plus élevée, i.e. l'in-�uene de la strati�ation la plus forte, le nombre de Froude est de l'ordre de
Fr = Ts/Ta ≃ 1.8 et, en été pendant la phase de roisière, Fr ≃ 4. Les e�etsde variation de densité doivent don être pris en ompte aussi bien pour lesphases de vol près du sol que pour les vols de roisière.1.3.3 Dynamique d'un dip�le tourbillonnaire en milieustrati�éLa dynamique d'une paire de tourbillons ontra-rotatifs horizontaux dansun éoulement strati�é selon la vertiale est enore mal onnue. Des étudesnumériques sur la dynamique bidimensionnelle en présene de strati�ationont été réalisées mais sont en désaord. La dynamique tridimensionnelle estenore mal onnue et l'on ne onnaît pas les e�ets de la strati�ation sur lesinstabilités qui se développent en milieu homogène : l'instabilité de Crow etl'instabilité elliptique.Evolution 2D d'un dip�le tourbillonnaire en milieu strati�éDans le as d'un �uide non strati�é, une paire de tourbillons bidimen-sionnels se propage vers le bas ave une vitesse et une distane de séparationonstantes. Par ontre, dans le as d'un �uide strati�é, haque tourbillontransporte du �uide plus léger dans une région où le �uide est plus lourd lorsde sa desente. Il apparaît don de fort gradients de densité autour du dip�le.L'équation de la vortiité ωy pour un éoulement bidimensionnel homogènesuivant y ave g suivant z s'érit :

∂ωy

∂t
= −(u.∇)ωy +

1
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∂ρ

∂x
(1.6)où Re est le nombre de Reynolds et ρ la densité du �uide. Le premier termedu membre droit de l'équation est le terme d'advetion (par lequel la vortiité



20 Introdutionest advetée omme un salaire par l'éoulement), le seond terme est le termede di�usion visqueuse et le dernier terme est le terme de prodution barolinepar lequel de la vortiité est réée par les gradients de densité. A droite du

Fig. 1.13 � Shéma de la réation de vortiité baroline autour du dip�le dûe àl'apparition de gradients de densité selon la diretion x. Le tourbillon de vor-tiité axiale positive (resp. négative) est représenté en rouge (resp. bleu). Leslignes d'isodensité sont déformées par la présene de la paire de tourbillon.Cette déformation est à l'origine de l'apparition d'un gradient de densiténégatif (resp. positif) selon la diretion x autour du tourbillon de vortiitépositive (resp. négative), réant ainsi de la vortiité baroline négative (resp.positive).tourbillon primaire de vortiité positive, il existe un gradient de densité selon
x négatif et il y a don réation de vortiité négative par prodution baroline(voir Figure 1.13). Identiquement, de la vortiité baroline positive est rééeautour du tourbillon de vortiité négative.Les études numériques 2D sont en désaord sur l'évolution de la vitessede translation du dip�le au ours de sa desente vertiale. Sorer & Davenport[45℄ ont été les premiers à s'intéresser a l'évolution de ette paire de tourbillonen milieu strati�é (Fr > 1). Ils ont observé une rédution de la distane deséparation entre les tourbillons et une augmentation de sa vitesse de desenteen fontion du temps. Ce résultat a été on�rmé par la prévision théorique deCrow [8℄ et par Spalart [48℄. Garten et al. [16℄ ont également observé que, pourles grands nombres de Froude (Fr > 1), la vortiité baroline réée autour destourbillons primaires les rapprohe et leur desente est don aélérée. Pourles petits nombres de Froude, il apparaît des ondes de gravité interne et lestourbillons sont rapidement détruits. Ces résultats sont en ontradition aveles simulations de Holzäpfel & Gerz [20℄ qui ont observé un ralentissement



Introdution 21de la desente des tourbillons suivi d'une aélération.Dynamique 3D d'un dip�le tourbillonnaire en milieu strati�éLes expérienes en laboratoire de Sarpkaya [43℄ et Delisi & Robins [10℄ainsi que les simulations numériques diretes 3D de Robins & Delisi [40℄ etGarten et al. [17℄ ont montré une déroissane de la distane de séparationdes tourbillons mais un ralentissement de la vitesse de desente du dip�le. Ila été suggéré que e ralentissement serait dû à l'apparition des instabilitéstridimensionnelles.L'e�et de la strati�ation sur l'instabilité de Crow a été étudié par dessimulations numériques diretes par Robins & Delisi [40℄ et par Garten et al.[17℄. Robins & Delisi [40℄ ont observé pour Fr ≥ 4 une mise en ontat destourbillons et la formation d'anneaux de vortiité, d'autant plus rapidementque la strati�ation est forte. Pour Fr ≤ 2, il n'y a pas de formation d'an-neaux de vortiité mais de strutures tridimensionnelles appelées "pu�s".Garten et al. [17℄ ont observé que pour Fr ≤ 2, la strati�ation ambiante af-fete l'instabilité de Crow. Pour Fr > 2/3, nombres de Froude pour lesquelsla vortiité baroline rapprohe les tourbillons, l'instabilité roît plus rapide-ment alors que pour Fr < 2/3, nombres de Froude pour lesquels la vortiitébaroline éarte les tourbillons, la roissane de l'instabilité est retardée et iln'y a pas de mise en ontat des tourbillons.Nomura et al. [35℄ ont étudié l'in�uene de la strati�ation sur l'instabi-lité elliptique par des simulations numériques diretes 3D pour Fr ≥ 1. Dansle as d'une strati�ation faible ou modérée, la rédution de la distane deséparation entre les tourbillons a pour e�et d'augmenter la déformation destourbillons. L'instabilité elliptique apparaît plus t�t et les taux de roissanesqui sont proportionnels à la déformation des tourbillons augmentent ave l'in-tensité de la strati�ation. Aux temps longs, la destrution des tourbillons estaélérée. Dans le as d'une forte strati�ation (éhelle de temps aratéris-tique de l'instabilité omparable a elle de la strati�ation), la strati�ationagit sur le développement de l'instabilité. En raison d'une forte réation devortiité baroline les tourbillons sont très rapprohés et di�usent l'un dansl'autre, en plus du detrainment par la vortiité baroline. La forme des tour-billons étant fortement modi�ée par la strati�ation, l'instabilité ne peut plusêtre onsidérée omme l'instabilité elliptique : la struture radiale de l'insta-bilité est plus omplexe et, en raison de la diminution de la taille du oeurdes tourbillons, le nombre d'onde est plus grand qu'en �uide homogène.



Chapitre 2Instabilités 3D et roissanetransitoire des tourbillons desillageCe hapitre, qui reprend une publiation soumise à la revue Physis ofFluids sous le titre "Three-dimensional instabilities and transient growth oftrailing vorties", a pour objet, d'une part, l'étude de la stabilité linéaire tem-porelle tridimensionnelle d'une paire de tourbillons ontra-rotatifs de Lamb-Oseen relativement onentrés pour des nombres de Reynolds �nis et, d'autrepart, l'étude des roissanes transitoires des perturbations sur e dip�le.Les modes instables d'une paire de tourbillons gaussiens ontra-rotatifsde rapport d'aspet a/b = 0.2 ont été déterminés par une analyse de stabilitélinéaire visqueuse. Nous avons retrouvé les instabilités lassiques de Crow (in-stabilité à grande longueur d'onde) et elliptique (instabilité à petite longueurd'onde). Pour des longueurs d'onde de l'ordre de la distane de séparationdes tourbillons, l'instabilité orrespond au déplaement symétrique (par rap-port au plan situé au milieu des deux tourbillons) des tourbillons dans ladiretion d'étirement maximal aratéristique de l'instabilité de Crow. Lestaux de roissane des modes instables sont en très bon aord ave la théorieinviside de Crow pour un applat de vortiité. Pour des longueurs d'onde del'ordre de la taille du oeur des tourbillons, notre étude est une extension deelle réalisée par Sipp & Jaquin [47℄ pour des nombres de Reynolds �nis.L'instabilité observée est la onséquene de la résonane entre l'étirement etles modes de Kelvin helioidaux m = ±1 stationnaires. Comme Sipp & Ja-quin [47℄ dans le as inviside, nous avons trouvé que les taux de roissanesdes modes symétriques et antisymétriques sont presque indentiques, alors queLeweke & Williamson [31℄ ont observé expérimentalement une déformationantisymétrique du oeur des tourbillons pour les petites longueurs d'onde.22



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 23Un résultat important de e hapitre est la déouverte d'une instabilité os-illante en plus des instabilités de Crow et elliptique. Elle orrespond à unerésonane entre l'étirement et les ondes de Kelvin de nombre d'onde azimu-tal m = 0 et |m| = 2 quand leur nombre d'onde axial et leur fréquenesont égales. Cette instabilité avait déjà été observée pour le dip�le de Lamb-Chaplygin par Billant et al. [4℄ et pour le tourbillon de Rankine par Eloy &Le Dizès [14℄ mais pas par Sipp & Jaquin [47℄ pour le dip�le de Lamb-Oseendans le as inviside. La fréquene du mode propagatif le plus instable estomparable à elle prédite pour le tourbillon de Rankine, mais le taux deroissane est beauoup plus faible. L'hypothèse avanée dans e hapitre estl'existene de ouhes ritiques pour le dip�le de Lamb-Oseen, ontrairementau tourbillon de Rankine, qui induirait un fort amortissement de es modespropagatifs, amortissement néanmoins pas su�sant pour stabiliser es modesontrairement à la onjeture faite par Sipp & Jaquin [47℄.L'analyse de stabilité linéaire, qui dérit le omportement aux temps longsdes perturbations, a montré que les modes instables sont intenses dans leoeur des tourbillons. Cependant, ette analyse modale n'est pas su�santepour aratériser omplètement la dynamique de la paire de tourbillons puis-qu'elle ne permet pas de aratériser la roissane transitoire des perturba-tions. A�n de aratériser les méanismes physiques, l'intensité et les tempsaratéristiques de la dynamique aux temps ourts, les perturbations op-timales linéaires ont été alulées en intégrant les équations linéarisées deNavier-Stokes adjointes. La reherhe de la perturbation optimale maximi-sant l'énergie se ramène à la résolution d'un problème itératif : la méthodediret-adjoint introduite par Luhini [32℄. Plusieurs zones atives de l'éou-lement de base ont ainsi été mises en évidene selon l'éhelle de temps onsi-dérée.Ainsi, nous avons pu montrer qu'aux temps ourts par rapport au tempsaratéristique d'advetion du dip�le, la dynamique est onentrée sur lespoints où l'étirement est maximal, loalisés à la périphérie du oeur destourbillons. Aux temps orrespondant au temps d'advetion du dip�le, selonla symétrie de la perturbation, un des points d'arrêt hyperbolique joue unr�le prépondérant dans la dynamique, là où la perturbation de vortiité estétirée omme pour l'instabilité hyperbolique. Ces instants transitoires, sontpeu voire pas sélétifs en nombre d'onde axial : 'est l'instabilité elliptiquequi impose ette sélétion.



24 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillageThree-dimensional instabilities and transientgrowth of trailing vortiesClaire Donnadieu1, Sabine Ortiz1,2, Jean-Mar Chomaz1 and Paul Billant1
1 LadHyX, CNRS�Eole Polytehnique F-91128 Palaiseau Cedex, Frane

2 UME/DFA, ENSTA, hemin de la Hunière, 91761 Palaiseau Cedex,FraneAbstratThis paper investigates the three-dimensional instabilities and the transientgrowth of perturbations on a pair of ounter-rotating Lamb-Oseen vortiesat �nite Reynolds number. The instability peaks orresponding to the Crowinstability for the long-wavelength and to the ellipti instability for the short-wavelength are retrieved with a linear stability analysis using a high resolu-tion Krylov method and agree well with Sipp & Jaquin [47℄. The osilla-tory ellipti instability involving Kelvin waves with azimuthal wavenumbers
m = 0 and |m| = 2 is also found in ontrast to the analysis of Sipp & Ja-quin [47℄. It is less unstable than the lassial ellipti instability and existsfor both symmetries with respet to the middle plane between the two vor-ties and su�iently high Reynolds numbers. Optimal transient growths havebeen omputed using the diret and the adjoint operators. We show that thetransient dynamis is led by di�erent regions of the �ow, depending on thetime sale onsidered. At very short times ompared to the advetion timeof the dipole, the dynamis is onentrated on the points of maximal strainof the base �ow, loated at the periphery of the vortex ore. At intermediatetimes, depending on the symmetry of the perturbation, one of the hyperbo-li stagnation points provides the optimal ampli�ation by strething of theperturbation vortiity as in the lassial hyperboli instability. The growthof both short time and intermediate time transient perturbations are non orweakly dependent of the axial wavenumber.2.1 IntrodutionTrailing vorties behind airrafts onsist of a horizontal pair of ounter-rotating vorties propagating downwards. Suh a dipole an be hazardousto following airrafts during take-o� and landing sine it an persist overa long time and an indue a strong rolling moment to following airrafts.Safety regulation imposes a minimum distane between airplanes to avoid



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 25suh danger. On top of this eonomi relevane, the potential environmentalimpat of trailing vorties for high altitude ruising has been debated foryears and reently demonstrated by the limate study of Travis et al. [50℄.Indeed, ie louds an be formed by ondensation of the water vapour onaerosols ontained in the air or in the exhaust gas. These ondensation trails,or ontrails, ommonly visible as white lines in lear sky onditions, andegenerate into louds similar to irrus (but with a higher albedo). The size,density and persistene of the ontrails are linked to the mixing due to thedevelopment of instabilities at the early stage of the wake evolution. Traviset al. [50℄ have shown that this anthropi inrease of the loud over of theatmosphere has an impat on the limate. After the 11th September terroristattaks and the resulting three-day grounding of all ommerial airplanes,they had the opportunity to measure the daily temperature range (DTR), i.e.the di�erene between the maximum day and minimum night temperatures,in absene of ontrails and they have observed a signi�ant inrease in DTRdemonstrating a global ooling e�et of air tra�.The dynamis of ounter-rotating vorties has been widely studied in thepast and also in reent years, mainly regenerated by the eonomi venture ofthe super jumbo jets, suh as the A380. These studies have shown that a pairof ounter-rotating vorties is unstable with respet to three-dimensional per-turbations. A long and a short wavelength instabilities have been observedand numerially analysed. This on�rmed the theoretial work of Crow [8℄ ona pair of vortex �laments prediting the existene of a long-wavelength sym-metri (with respet to the plane separating the two vorties) instability witha wavelength of about �ve to ten times the vortex ore separation distane.The existene of a short-wavelength ellipti instability has been desribedtheoretially by Moore and Sa�man [34℄ and Tsai & Widnall [52℄, who haveinvestigated the stability of a vortex path in a uniform strain �eld. They haveshown that this instability originates from the resonant interation betweenthe strain and Kelvin waves of azimuthal wavenumbers m = 1 and m = −1when both waves have the same frequeny ω and is partiularly intense for
ω = 0. Later, Pierrehumbert [39℄ has shown that an unbounded strained vor-tex, with ellipti streamlines, is unstable to three-dimensional instabilities.In this unbounded limit, Bayly [3℄ and Wale�e [53℄, using a loal approah,have shown that the ellipti instability appears as a parametri instabilityof inertial waves of zero frequeny in the �xed frame and is therefore similarto the one disovered by Tsai & Widnall [52℄. Numerous papers ever sinehave foused on this instability with both numerial and theoretial studies(Sipp & Jaquin [47℄, Billant et al. [4℄, Laporte & Corjon [27℄, Le Dizès &Laporte [29℄ ...), reently reviewed by Kerswell [24℄. The general ase of theresonant interation between Kelvin waves of azimuthal wavenumbers m and



26 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage
m′ = m − 2 has been also analysed (Eloy & Le Dizès [14℄).A few experimental works have desribed the short-wavelength instabilityexperiened by a pair of ounter-rotating vorties. Among them, Leweke &Williamson [31℄ have observed the internal deformation of the vortex oresharateristi of the ellipti instability and been able to obtain quantita-tive measurements of the wavelength and the growth rate in agreement withtheoretial preditions. However, in their laboratory experiments, they ob-serve an antisymmetri deformation of the ores whereas both symmetriand antisymmetri ellipti modes are almost equally unstable in theoretialinvestigations (Sipp & Jaquin [47℄, Billant et al. [4℄ ...). Sipp & Jaquin [47℄have proposed that this seletion is due to the visous di�usion of the base�ow. The present paper will extend their work by examining the sensitivityof the mode to initial perturbations. As it has been studied in many di�erenton�gurations (Shmid & Henningson [44℄), non-normality of the linearizedNavier-Stokes operator may indue a di�erent sensitivity of the modes toinitial perturbations and large transient growth of the perturbations on thevortex pair. Short time dynamis of the Lamb-Oseen vortex pair should beexplored in order to haraterize the physial mehanism, the intensity andthe harateristi time sale of transient growths.In this paper, a three-dimensional stability analysis of a Lamb-Oseen vor-tex pair is performed in Setion 2.2. Transient growths of perturbations onthe ounter-rotating vortex pair are studied in Setion 2.3. In Setion 2.3.1,we give the adjoint equations and disuss the adjoint eigenmodes. After thestudy of the large time energy growth of the perturbations in Setion 2.3.3, wefous in Setion 2.3.4 on the short time behaviour of the perturbations on thedipole by omputing the optimal linear perturbations with a diret-adjointtehnique similar to the one introdued by Luhini [32℄.
2.2 Linear three-dimensional stability analysisof a vortex pairWe investigate the three-dimensional instabilities of a horizontal pair ofounter-rotating vorties of initial irulation Γ0, vortex radius a0 and vortexseparation b0. The spatial oordinates are Cartesian (x, y, z), orrespondingrespetively to transverse, axial and vertial diretions. The vortex pair pro-pagates downwards along the vertial diretion with the initial advetionveloity W0 = Γ0/2πb0. The initial state is the superposition of two irularLamb-Oseen vorties with two-dimensional initial vortiity �eld ωBy given
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0 (2.1)where (x1, z1) and (x2 = x1 + b0, z2 = z1) are the initial oordinates of thetwo vortex entroids.2.2.1 2D base stateThe base state is omputed from this initial state by a 2D numerialsimulation desribed in Appendix A. As desribed by Sipp et al. [46℄, theounter-rotating vorties adapt to eah other by a two-dimensional proessin two steps. First, the mutual strain imposed on one vortex by the otherdrives the vorties to beome elliptial. An equilibrium is rapidly reahedand a quasi-steady solution of the Euler equations is established. Then, thedipole belongs to a unique family haraterized by its aspet ratio a/b (Sippet al. [46℄) for whih Γ and b are onstant and a evolves by visous di�usionaording to the law (Bathelor [3℄) : a2 = a2

0 + 4νt, where ν is the visosityof the �ow. At that stage, for large Reynolds numbers, the evolution of thedipole in the frame moving with the vorties at the vertial veloity W0 istherefore extremely slow and, at eah instant, we an perform a quasi-statistability analysis by freezing the instantaneous �ow �eld.Figure 2.1(a) represents the isovalues of the axial vortiity obtained inthe di�usive regime at time tΓ0/2πb2
0 = 3 for ReΓ0 = Γ0/ν = 2400. Theaspet ratio of the dipole has evolved from its initial value a0/b0 = 0.1 to thevalue a/b = 0.206, where the vortex radius a is omputed using the vortiitypolar moment : a = 〈[(x− x2)
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2]ωBy〉/〈ωBy〉 with 〈.〉 denoting theintegration over the semi-in�nite domain x > 0 and the distane betweenthe two vorties is b = |x2 − x1|, (x1, z1) and (x2, z2) being the loation ofthe vortiity extrema. This base state is symmetri with respet to the axis

x = 0 :
[uB, 0, wB](x, z) = [−uB, 0, wB](−x, z)
[0, ωBy, 0](x, z) = [0,−ωBy, 0](−x, z)

(2.2)where uB and wB are respetively the transverse and the vertial veloity ofthe base state.Figure 2.1(a) shows the streamlines in the frame moving with the dipole. Thebase state streamlines possess two hyperboli points (indiated by stars onFigures 2.1(a)-2.1(b)). Figure 2.1(b) represents the strain rate
ǫ(x, z) =

√(
∂wB

∂z

)2
+ 1

4

(
∂uB

∂z
+ ∂wB

∂x

)2
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Fig. 2.1 � Isovalues of (a) the axial vortiity of the base state ωBy2πa2/Γand (b) the loal strain rate ǫ2πb2/Γ in the (x,z) plane for a/b = 0.206 and
ReΓ0 = Γ0/ν = 2400. The stars represent the two hyperboli points of thebase state and the arrowed lines sketh the streamlines of the base state. Thesize of the domain shown is 3b×3b where b is the separation distane betweenthe two vortex enters.of the base state. The strain is maximum at the periphery of the vortex ores(dark red in Figure 2.1(b)) in non trivial loations.2.2.2 Linearized equationsFor the stability analysis, the base state presented on Figure 2.1 is frozenin the frame moving with the dipole. This frame of referene is taken bysubstrating the advetion veloity of the dipole to the base state veloity�eld. The quasi-stati stability analysis is valid as long as the time sale ofthe instability is smaller than the di�usion time sale Tν = a2/ν. This hypo-thesis should be veri�ed a posteriori, one the growth rate is determined. Asknown from previous studies, the mutual strain exerted by one vortex on theother is the driving instability mehanism for both Crow and ellipti instabi-lities, therefore the time sale of the instability is of the order Ti = 2πb2/Γ.The quasi-stati approximation implies Ti << Tν , i.e. Re(a/b)2 >> 1 where
Re = Wb/ν is the Reynolds number, with W = Γ/2πb the advetion veloityof the dipole. In the following, we will use the irulation Reynolds number
ReΓ = 2πRe = Γ/ν. The proedure is here idential to that of Sipp & Jaquin[47℄ exept that we will arry out a �nite Reynolds number visous stabilityanalysis.



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 29In�nitesimal three-dimensional perturbations are superposed on the fro-zen base state.




u
′(x, y, z, t) = uB(x, z) + u(x, y, z, t)

ω
′(x, y, z, t) = ωB(x, z) + ω(x, y, z, t)

p′(x, y, z, t) = pB(x, z) + p(x, y, z, t)
(2.3)where [u, ω, p](x, y, z, t), the veloity, the vortiity and the pressure of thethree-dimensional perturbation are solutions of the linearized Navier-Stokesequations :

{
∂u

∂t
= uB × ω + u × ωB −∇(p + u.uB) + ν∆u

∇.u = 0
(2.4)where p is the pressure normalized by the onstant density.As the base state is uniform along the y axis, the perturbations an bedeomposed into normal modes :

[u, ω, p](x, y, z, t) = [ũ, ω̃, p̃](x, z, t) expikyy +c.c. (2.5)where ky is the axial wavenumber and .. denotes the omplex onjugate.2.2.3 Numerial methodThe linearized Navier-Stokes Equation (2.4) are integrated using the pseudo-spetral method in Cartesian oordinates with periodi boundary onditionsdesribed in Delbende et al. [9℄. The veloity, vortiity and pressure perturba-tions are expressed in Fourier spae by appliation of the Fourier transform :
[ũ, ω̃, p̃](x, z, t) =

∫ ∫
[û, ω̂, p̂](kx, kz, t)e

i(kxx+kzz)dkxdkz (2.6)In spetral spae, the linear Navier-Stokes Equation (2.4) beome :
∂û

∂t
= P(k) ̂[uB × ω + u× ωB] − νk2

û, (2.7)where k = (kx, ky, kz) is the total wavevetor and P(k) is the projetionoperator on the spae of divergene-free �elds whih, in Fourier spae, maybe expressed as a tensor with omponents Pij = δij−kikj/k
2. Introdution ofthis operator suppresses the term∇(p+u.uB). The ross-produt terms uB×

ω+u×ωB are evaluated in the physial spae. Time integration is performedwith a seond-order Adams-Bashforth sheme whereas the dissipative term
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ν∆u is integrated exatly in the Fourier spae.The eigenmodes are omputed independently for eah axial wavenumber ky.For kya larger than 0.3, the domain size in the x and z diretions is half thatused to ompute the base state (uB, ωB) (see Appendix A), i.e. Lx = Lz = 3bwith a Cartesian grid of 256× 256. The auray and the onvergene of theresults have been tested by taking a larger box size and a �ner resolution(see Appendix B for details). For wavenumbers kya smaller than 0.3, thesize of the omputational domain has been kept the same as that of thebase �ow Lx = Lz = 6b with 512 × 512 grid points. Indeed, away fromthe vortex dipole, the perturbation with an axial wavenumber ky dereasesexponentially with an evanesent length sale proportional to k−1

y . Assumingperiodiity in the relatively small box Lx = Lz = 3b has negligible e�etwhen kya is larger than 0.3 but a�ets the results for kya < 0.3 whereas,down to kya = 0.1, the size Lx = Lz = 6b is su�iently large. The timestep is set to δt = 10−3, with b = 2 and Γ = 2π. The three-dimensionalperturbation has been initialized either by divergene-free white noise or byan eigenmode omputed previously for a slightly di�erent axial wavenumberin order to speed up the time onvergene.A Krylov method similar to the one desribed in Edwards et al. [12℄ isimplemented in order to retrieve with a reasonable preision the three leadingeigenmodes. After an initial integration over a time T = 70 obtained froma simulation initialized by white noise, six perturbation veloity �elds ũ aresaved, at six suessive times separated by ∆T = 10 in order to onstrutan orthonormalized basis whih spans a six dimension Krylov subspae. Theeigenvalues of the evolution operator are omputed in this subspae [23℄.2.2.4 Three-dimensional unstable modesSine the base state is symmetri versus x → −x, the eigenmodes an bedeomposed into symmetri (same symmetry as the base state) :
[ũx, ũy, ũz](x, z) = [−ũx, ũy, ũz](−x, z)
[ω̃x, ω̃y, ω̃z](x, z) = [ω̃x,−ω̃y,−ω̃z](−x, z)

(2.8)and into an antisymmetri family (opposite symmetry to the base state) :
[ũx, ũy, ũz](x, z) = [ũx,−ũy,−ũz](−x, z)
[ω̃x, ω̃y, ω̃z](x, z) = [−ω̃x, ω̃y, ω̃z](−x, z).

(2.9)Symmetri and antisymmetri eigenmodes are alulated separately, the sym-metries being imposed at eah timestep during the time evolution. This pro-edure improves the preision on the eigenvalues when their growthate is



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 31small but is not essential sine we have heked that eigenvalues and ei-genmodes are similar by either imposing the symmetry at posteriori on theKrylov subspae if the integration is run without imposing the symmetryor by not imposing the symmetry but by inreasing the dimension of theKrylov subspae to 12 in order to retrieve simultaneously the modes withoutassuming the symmetries of the modes (Equation 3.13 and 3.14).The Figure 2.2 shows the real part of the dimensional growth rate σr sa-led by 2πb2/Γ, the strain imposed by one vortex on the other, of symmetriand antisymmetri modes as funtion of the dimensional axial wavenumber kysaled by the vortex ore radius a for two Reynolds numbers ReΓ = 105 (Fi-gure 2.2(a)) and ReΓ = 2000 (Figure 2.2(b)). The di�erent instability bands

0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

PSfrag replaements

(a)

σ
r
2π

b2
/Γ

kya
0 1 2 3 4 5

0

0.5

1

1.5

PSfrag replaements

(b)
σ

r
2π

b2
/Γ

kyaFig. 2.2 � Non-dimensional growth rates σr2πb2/Γ of symmetri (△) and an-tisymetri (©) modes as funtion of the non-dimensional axial wavenumber
kya for (a) ReΓ = 105 and (b) ReΓ = 2000. Dashed line orresponds to thetheory of Crow [8℄ for a pair of vortex �laments. Continuous lines of Figure(a) orrespond to the theory of Le Dizès & Laporte [29℄ for a pair of Lamb-Oseen vorties with a Gaussian vortiity pro�le in the invisid limit and theontinuous line of Figure (b) is the estimate (2.14), whih orresponds to theinvisid theory of Le Dizès & Laporte [29℄ with a novel visous orretionderived in Setion 2.3.2.orresponding to the lassial Crow, elliptial instabilities and to osillatorymodes are desribed below.



32 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillageCrow instabilityThe �rst band on the left of Figures 2.2(a) and 2.2(b), between kya = 0and kya = 0.3, orresponds to the long-wavelength Crow instability, with amaximum growth rate σr2πb2/Γ = 0.74 for ReΓ = 105 and 0.73 for ReΓ =
2000 at the wavenumber kya = 0.19, orresponding to kyb = 0.92. Thisinstability is symmetri, antisymmetri modes being all stable for kya smallerthan 0.5. The dashed line on Figure 2.2 represents the theoretial invisidpreditions of Crow [8℄ for a pair of vortex �laments with an equivalentradius ae = 1.36a, for long-wavelength disturbanes, the oe�ient 1.36 beingderived from the bending mode dynamis taking into aount the presentgaussian vortiity distribution (Widnall [55℄). The agreement is remarkablewith a predited maximum growth rate of 0.79 at the wavenumber kya = 0.19.The axial vortiity ω̃y of the eigenmode (Figure 4.4) at the maximum of theCrow instability band kya = 0.19 is odd with respet to x = 0 sine the
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Fig. 2.3 � Crow instability - Contours of the axial vortiity ω̃y of theeigenmode in the (x,z) plane for ReΓ = 105 at the leading wavenumber of theCrow instability branh : kya = 0.19. The ontour levels ω̃y/|ω̃ymax| shown are
±0.2, ±0.4, ±0.6 and ±0.8. Continuous lines orrespond to positive vortiityand dashed lines orrespond to negative vortiity. The heavy dashed linesorrespond to the isoontours ωBy/|ωBymax

| = ±exp(−1) of the base state.The size of the domain shown is 2b× 2b whereas the omputation domain is
6b × 6b.mode is symmetri. This vortiity perturbation, when added to the base�ow, indues a symmetri displaement of the base �ow vorties along linesinlined at an angle of 45° as predited by the theory [8℄.



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 33Ellipti instabilityOn the right side of the Crow branh, Figure 2.2(a) shows for ReΓ = 105three other bands of instability, with maximum non-dimensional growth rateequal to 1.32 at wavenumber kya = 2.26, 1.29 at kya = 3.96 and 1.24 at
kya = 5.64, whih orrespond to the ellipti instability and are well pre-dited by the invisid theory of Le Dizès & Laporte [29℄ 2. The omputedgrowth rates of symmetri and antisymmetri modes are almost idential,showing that the present value of a/b = 0.206 is already small enough forthe oupling between the ellipti instability that a�et eah vortex ore tobe negligible as assumed in Le Dizès & Laporte [29℄. For the low Reynoldsnumber ReΓ = 2000 shown on Figure 2.2(b), only the �rst band with amaximum growth rate σr2πb2/Γ = 0.5 at wavenumber kya = 2.26 is uns-table. The present �nite Reynolds number stability analysis shows that thevisous orretion proposed by Le Dizès & Laporte [29℄ is not valid sine itpredits that this mode should be stable for ReΓ = 2000 with a growth rate
σr2πb2/Γ = −0.33 at the maximum of the instability band. In Le Dizès &Laporte [29℄, the visous damping is derived from the asymptoti formula ofLandman & Sa�man [26℄ νk2

y/cos
2ξ valid at large ky for any inertial wavewith a loal wavevetor k, with a ky omponent along the rotation axis y andmaking the angle ξ with the y axis. In Le Dizès & Laporte [?℄, the relevantangle ξ is obtained from the numerially omputed frequeny of the resonantKelvin mode m = 1 whih, for the di�erent branhes, give the �tted formula :

cosξ =
1

2
−

(2.26 + 1.69n) − kya

14.8 + 9nwhere n = 0, 1, 2, ... is the index of the branh. The present diret stabilityanalysis shows that suh a proedure, legitimate for large axial wavenumbers,strongly overestimates (by nearly a fator two) the visous orretion of the�rst ellipti instability branhes. Their visous theory has not been displayedon Figure 2.2(b). Instead, the solid urve reported on Figure 2.2(b) is the LeDizès & Laporte [29℄ formula in the invisid limit with a visous dampingomputed with the method presented in Setion 2.3.2. This new formulatakes into aount the very spatial struture of the eigenmode by the use ofthe adjoint mode of the ellipti instability instead of assuming a plane waveexpansion.2The misprints in formulas (6.1) and (6.2) in Le Dizès & Laporte [29℄ have been or-reted and b2/a2

i
has been replaed by b4/a4

i
.
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Fig. 2.4 � Ellipti instability - Same as Figure 4.4 but for the �rst bandof the ellipti instability at kya = 2.26 (a)-(b) and for the seond band at
kya = 3.96 ()-(d). (a)-() Antisymmetri modes. (b)-(d) Symmetri modes.The ontour levels ω̃y/|ω̃ymax| shown are ±0.1, ±0.3, ±0.5, ±0.7 and ±0.9for (a)-(b) and ±0.05,±0.1, ±0.3, ±0.5, ±0.7 and ±0.9 for ()-(d).Osillatory instabilitiesAt large Reynolds number ReΓ = 105, the two lower bands on Figure2(a), between kya = 0.5 and kya = 2.5 with a maximum growth rate 0.24at kya = 1.09 and between 2.8 and 5.6 with a maximum 0.32 at 4.2, will bethereafter refered to as osillatory instabilities sine the growth rates havean imaginary part. They exist for both symmetri and antisymmetri modeswith extremely lose growth rates. Figure 2.5 shows the axial vortiity of theantisymmetri osillatory modes for the most unstable wavenumber of eah



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 35unstable bands. The vortiity perturbation at kya = 1.09 (Figures 2.5(a) forthe real part and 2.5(b) for the imaginary part) onsists of a entral maxi-mum loated inside the ore of eah base �ow vortex and two lobes of oppositesigns at the periphery. The vortiity perturbation in eah vortex ore maytherefore be onstruted by superposition of a m = 0 and |m| = 2 azimuthalperturbation and may be interpreted as the ellipti instability mode resultingfrom a resonane between the strain and Kelvin waves of azimuthal wave-numbers m = 0 and |m| = 2 as proposed by Billant et al. [4℄ in the ase ofthe Lamb-Chaplygin dipole and investigated in details by Eloy & Le Dizès[14℄ for the Rankine vortex.The frequeny of the most unstable osillatory mode of the �rst branhhas been ompared to the frequeny of the resonant Kelvin waves of azi-muthal wavenumbers m = 0 and |m| = 2 on a Rankine vortex obtained bysolving the dispersion relation given by Sa�man [?℄ (see also Billant et al. [4℄).The �rst resonane ours at the wavenumber kyar = 1.24 for a frequeny
ωi/Ω = 0.8, where ar is the radius and Ω the rotation rate of the Rankinevortex. Sine the sampling frequeny 2π/∆T used to retrieve the eigenmodeswith the Krylov method explained in Setion 2.2.3 is very small ompared tothe frequeny of the osillatory modes, the imaginary parts of the eigenvaluesof these modes omputed with this method are not the very frequeny butone of its harmoni with the sampling frequeny. Therefore, the frequeny ofthe propagative mode at the maximum of the �rst unstable band kya = 1.09has been omputed diretly from the temporal evolution of the energy E ofthe perturbation sample at high frequeny 2π/10−3. The times between twosuessive maxima (or two suessive minima) of d(lnE)/dt orresponds tothe period T , hene giving the imaginary part of the eigenvalue σi = 2π/T .We �nd σi/Ω(r = 0) = σi2πa2/Γ = 0.6 at kya = 1.09 for both symmetries,
Ω(r = 0) being the e�etive rotation rate in the ore of the vortex, whihagrees in magnitude with ωi/Ω = 0.8, the value predited for the Rankinevortex. This agreement is satisfatory onsidering the important di�erenesin the vortiity distribution between the Rankine and Lamb-Oseen vorties.Eloy & Le Dizès [14℄ have shown that the invisid growth rates of theresonant Kelvin modes ombination m = 0 and m = 2 and the helial modes
m = ±1 are omparable for the Rankine vortex. These osillatory instabili-ties were not found by Sipp & Jaquin [47℄ in their invisid analysis. Theseauthors put forward the presene of a visous ritial layer sine, for theLamb-Oseen vortex, the Kelvin waves for m = 2 with frequenies between 0and 2Ωmax (Ωmax the maximum of the angular veloity at the enter of thevortex), presents a ritial layer at the radius where the azimuthal phase ve-loity of the perturbation equals the angular veloity Ω(r) of the base state,i.e. ω/m = Ω(r). This visous ritial layer indues a strong damping of the
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Fig. 2.5 � Osillatory instability - Same as Figure 4.4 exept that only theantisymmetri mode is presented, the symmetri being similar.(a)-(b) kya =
1.09 and ()-(d) kya = 4.2. (a)-() Real part of the eigenmode axial vortiity.(b)-(d) Imaginary part of the modes. The ontour levels ω̃y/|ω̃ymax| shown are
±0.02, ±0.1, 0.2, ±0.3, −0.5 and −0.7.mode. In the present stability analysis, this resonane is observed for largebut �nite Reynolds number. However, the damping due to the ritial layermay explain why the growth rate of the m = 0, |m| = 2 ellipti mode is muhlower than the ellipti instability with m = ±1 Kelvin waves for the Lamb-Oseen vorties whereas their growth rates are almost equal for the Rankinevortex [14℄. Another possibility would be that �nite elliptiity e�ets mightdominate the visous e�ets and hange the nature of the ritial layer. Thisissue would deserve future analysis.



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 372.3 Non-normality and adjoint modesThe stability analysis presented above onsiders the eigenmode of the li-nearized evolution operator. For eah axial wavenumber ky, it is known that,starting from random initial ondition, the �ow will eventually onverge to-ward the leading eigenmode and experiene an exponential growth when thismode is unstable. This exponential longtime behaviour should be omple-mented by examining the fate of the perturbations at short time sine, asthe Navier-Stokes operator linearized around the base �ow is non-normal(Shmid & Henningson [44℄), they may exhibit transient growth of theirenergy. A standard tehnique to ompute transient growth requires the reso-lution of the adjoint of linearized Navier-Stokes equations. The salar produtused to onstrut the adjoint is :
< f

′|f >=

∫ τ

0

∫ Lx

0

∫ Lz

0

f
′∗T

.fdxdzdt =

∫ τ

0

∫ Lx

0

∫ Lz

0

(u′∗T
.u + p′∗p)dxdzdt(2.10)where f

′ = (u′, p′) and f = (u, p) are two omplex state vetors, the su-persripts ∗ and T denote the omplex onjugate and the transposition, thekineti energy being then given by :
E(t) = (u|u) =

∫ Lx

0

∫ Lz

0

(u∗T .u)dxdz (2.11)2.3.1 Adjoint equations and adjoint eigenmodesThe adjoint of the linearized Navier-Stokes equations, is dedued fromEquation 2.4 using the Lagrange identity (Ine [21℄, Shmid & Henningson[44℄) and rewritten as :




∂u
+

∂t′
= ωB × u

+ −∇× (uB × u
+) −∇p+ + ν∆u

+

∇.u+ = 0
(2.12)where [u+, p+](x, y, z, t) are the adjoint veloity and pressure perturbationsand t′ = −t. These equations are integrated with a pseudo-spetral teh-nique similar to the tehnique used to solve the diret problem in Setion2.2.3, where the advetion term is replaed by ωB × u

+ − ∇ × (uB × u
+).The size of the box and the timestep are the same as for the diret linearNavier-Stokes equations. The leading eigenmodes of the adjoint operator areomputed using the same Krylov method, the symmetries being imposed ateah timestep or a posteriori as for the diret equations. For all ky, the om-puted spetrum of the adjoint operator is equal to the diret spetrum with



38 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillagea �fth digit preision. It veri�es also the biorthogonality property with thesame auray : all adjoint and diret eigenmodes orresponding to a giveneigenvalue are orthogonal.Figure 2.6 displays the axial vortiity and the enstrophy of the symme-tri and antisymmetri adjoint eigenmodes at the peak of the �rst elliptiinstability branh for ReΓ = 2000. The spatial distribution of the adjointeigenmodes di�ers for both symmetries. For the antisymmetri mode, thevortiity perturbation of the adjoint ellipti mode is intense inside the oreof the vorties and on the ontrating manifold of both the upper and lowerhyperboli stagnation points. The symmetri mode is intense inside the oreand on the ontrating manifold of the lower hyperboli stagnation pointonly, with no ontribution of the upper stagnation point.2.3.2 Visous damping estimate of the ellipti instabi-lityIn Setion 2.2.4, we have observed that the visous theory of Le Dizès &Laporte [29℄ predits that all the modes of the ellipti instability are stablefor ReΓ = 2000. However, the present diret linear stability analysis givesa band of unstable modes orresponding to the ellipti instability with amaximum growth rate σr2πb2/Γ = 0.5 at the wavenumber kya = 2.26. Thisdisrepany shows that the visous damping proposed by Le Dizès & Laporte[29℄ overestimate by nearly a fator two the atual one. In this Setion, wegive an estimate of the visous damping using the adjoint eigenmode at themaximum of the ellipti instability at large Reynolds number. The visosityis onsidered as a perturbation of the large Reynolds number linear Navier-Stokes operator (Shmid & Henningson [44℄) : L ∼ L(0)+νL(1), where L is thevisous linear Navier-Stokes operator, L(0) the invisid linear Navier-Stokesoperator, L(1) = ∆2D − k2
y the perturbation operator. Asymptoti expansionof the leading eigenvalue σ1 ∼ σ

(0)
1 + νσ

(1)
1 and eigenmode φ1 ∼ φ

(0)
1 + νφ

(1)
1 ,where σ

(0)
1 (resp. φ

(0)
1 ) orresponds to the invisid leading eigenvalue (resp.eigenmode) and σ

(1)
1 (resp. φ(1)

1 ) orresponds to the leading-order modi�ationof the leading eigenvalue (resp. eigenmode) due to perturbation by the visousoperator, gives :
σ

(1)
1 =

< φ
(0)+
1 |L(1)φ

(0)
1 >

< φ
(0)+
1 |φ

(0)
1 >

=
< φ

(0)+
1 |∆2Dφ

(0)
1 >

< φ
(0)+
1 |φ

(0)
1 >

− k2
y, (2.13)where φ

(0)+
1 is the adjoint eigenmode. The estimate of the visous dampingof the ellipti instability, for a Reynolds number based on the irulation
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Fig. 2.6 � Adjoint modes for the ellipti instability - Contours ofaxial vortiity ω̃y (a)-(b) and square root of enstrophy |ω̃| ()-(d) of adjointeigenmodes in the (x,z) plane for ReΓ = 2000 at the ellipti instability maxi-mum kya = 2.26. (a)-() Antisymmetri mode. (b)-(d) Symmetri mode.Continuous lines orrespond to positive vortiity and dashed lines orrespondto negative vortiity. The ontour levels shown on Figures (a) and (b) are
ω̃y/|ω̃ymax| = ±0.1, ±0.3, ±0.7, ±0.9 and |ω̃|/|ω̃max| = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4,
0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 on Figures () and (d). The heavy dashed lines markthe vortex ore of the base state like in Figure 4.4. The stars represent thestagnation points of the base state and the dotted lines with arrows orrespondto the streamlines of the base state. The size of the domain shown is largerthan in previous Figures : 3b × 3b.
ReΓ = 2000 has been omputed using the Equation (2.13). The growth rate
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σ1

2πb2

Γ
= σ

(0)
1

2πb2

Γ
−

2π

ReΓ

(
b

a

)2 (
(kya)2 − Ckym

a2
)
, (2.14)where σ

(0)
1 2πb2/Γ is the invisid predition of Le Dizès & Laporte [29℄ andthe onstant Ckym

Ckym
=

< φ
(0)+
1m |∆2Dφ

(0)
1m >

< φ
(0)+
1m |φ

(0)
1m >

= −
6.71

a2
,has been omputed for kyma = 2.26, the maximum of the �rst ellipti insta-bility band using the diret eigenmode φ

(0)
1m and the adjoint eigenmode φ

(0)+
1mobtained for ReΓ = 105 (whih is lose enough to the invisid limit). This es-timate predits σ12πb2/Γ = 0.5 for ReΓ = 2000 for the antisymmetri mode,whih is equal to the growth rate of the antisymmetri mode σr2πb2/Γ = 0.5obtained in Setion 2.2.4. The predition (2.14), plotted on Figure 2.2(b), isin remarkable agreement with the results of the linear stability analysis.2.3.3 Large times behaviourThe adjoint eigenmode is the initial ondition that maximises the energygain at large times (Shmid & Henningson [44℄), the energy gain at time tfor an initial ondition being de�ned by :

G(t) =
E(t)

E(0)
(2.15)where E(0) is the initial energy of the perturbation and E(t) is its value attime t. Figures 2.7(a) and 2.7(b) show the logarithm of the energy gain asfuntion of time for a single axial wavenumber at the peak of the elliptiinstability kya = 2.26, for di�erent initial onditions and for two di�erentReynolds numbers ReΓ = 2000 and ReΓ = 5000. The heavy (resp. thin)dashed line orresponds to the ampli�ation fator in the symmetri (resp.antisymmetri) ase with the diret eigenmode taken as initial ondition.The dependene of ln(G) as funtion of t is linear and the slope is twiethe growth rate omputed previously, i.e. σs2πb2/Γ = 0.49 for the symmetriase and σa2πb2/Γ = 0.5 for the antisymmetri ase, for ReΓ = 2000 and for

kya = 2.26. Sine the di�erene between the growth rate of the symmetriand antisymmetri modes is small, their energy di�ers only by 12% at time
tΓ/2πb2 = 5.The heavy (resp. thin) ontinuous line orresponds to the gain in the



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 41symmetri (resp. antisymmetri) ase when the initial ondition is the ad-joint eigenmode. The �nal energy gain at time tΓ/2πb2 = 5 is larger bya fator 4 (antisymmetri) and 2 (symmetri) when initialized by the ad-joint than by the diret eigenmode. The antisymmetri mode is thereforemore sensitive to initial perturbation than the symmetri one. Any initialondition u with (u+
1
|u) 6= 0, where u

+
1

is the leading adjoint mode, isdominated at large time by the leading eigenmode u1 with an amplitudeequal to (u+
1
|u)/(u+

1
|u1)e

λ1t whih is the largest when u = u
+
1
(see Ortiz

& Chomaz [36℄ for a detailed demonstration). Therefore, when both u
+
1
and

u1 are normalized, 1/|(u+
1
|u1)|

2 measures the extra gain obtained, at largetime, by initializing by the adjoint mode u
+
1
instead of by the diret mode

u1. Presently, its value is ln(1/|(u+
1
|u1)|

2) = 1.6 in the antisymmetri aseand ln(1/|(u+
1
|u1)|

2) = 1.1 in the symmetri ase, in lose agreement withthe numerial results of Figure 2.7(a) obtained by diret time integration ofthe perturbation equation. The salar 1/(u+
1
|u1) indiates the sensivity toinitial perturbation of the leading eigenmode and quanti�es therefore its non-normality. But, at �nite times, several eigenmodes may interfere to give largetransient and the knowledge of the leading adjoint mode is not su�ient toharaterise the �nite time behaviour of perturbations.
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Fig. 2.7 � Energy gain of the symmetri (heavy lines and △) and antisymme-tri (thin lines and ©) modes as funtion of the time t nondimensionalizedby the advetion time of the dipole 2πb2/Γ for di�erent initial onditions. (a)
ReΓ = 2000 - (b) ReΓ = 5000. Dashed lines : initial ondition is the direteigenmode. Continuous lines : initial ondition is the adjoint eigenmode, op-timal at large times. Open symbols : optimal gain at eah time. Dash-dottedlines : theoretial predition of the energy gain at short times.



42 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage2.3.4 Short times behaviourTransient growths are �rst omputed for a single axial wavenumber kya =
2.26 orresponding to the maximum of the �rst ellipti instability branh. Adisussion of the variation with kya will be then given. The optimal perturba-tions an be omputed by di�erent tehniques. We use here the diret-adjointiterative proedure introdued by Luhini [32℄ to determine the optimal ini-tial ondition and the optimal response at �nite time for both symmetries.The diret Equation (2.4) are integrated with the adjoint veloity perturba-tion taken as a guess value for the optimal initial ondition : u(t = 0) = u1

+until time t = τ . The bakward in time integration of the adjoint Equation(2.12) is then performed by taking the diret veloity perturbation at t = τ asinitial ondition : u+(t′ = 0) = u(t = τ), where t′ = t− τ . The adjoint Equa-tion (2.4) are then integrated until t′ = τ . Then, the proedure is reiteratedtaking as initial ondition for the diret integration, the adjoint �eld at the�nal time τ , normalized to unit energy : u(t = 0) = u
+(t′ = τ)/|u+(t = τ)|.The suessive integrations of diret and adjoint equations are repeated un-til the onvergene is obtained, i.e. the variation of ln(G(τ)) is less than

10−2. This is usually arhieved in about 3 to 10 iterations. The hoie of theadjoint eigenmode as an initial ondition instead of a random noise simplyspeeds up the onvergene but does not hange the �nal result. The optimalenergy gains of symmetri (△) and antisymmetri (©) optimal perturba-tions obtained independently for eah symmetry at time τ are displayed onFigure 2.7. They are very lose for both symmetries. The optimal gains de-part from the gain obtained with the adjoint mode as an initial ondition till
tΓ/2πb2 ≃ 2.5, that may be therefore onsidered as the time duration of thetransient regime. The spatial distribution of the optimal initial perturbationand optimal response are di�erent for both symmetries as shown on Figures(2.8) and (2.9). The axial vortiity of the antisymmetri initial optimal per-turbation at tΓ/2πb2 = 1 is intense on the ontrating manifold of the upperstagnation point whereas in the symmetri ase it is strong in the middleof the two vorties, i.e. on the ontrating manifold of the lower stagnationpoint. The axial vortiity of the optimal response (Figures 2.8() and 2.9())at tΓ/2πb2 = 1 is in both ases loalized in the ore of the vorties but, whenomparing to Figure 4.5, it has not yet onverged toward the eigenmode within partiular large enstrophy perturbation (Figures 2.8(d) and 2.9(d)) out-side the ore of the optimal response, on�rming that tΓ/2πb2 = 1 is still inthe transient regime. This optimal response orresponds to the formation ofvertial vorties on the symmetry axis in the antisymmetri ase, i.e. alongthe strething manifold of the upper hyperboli point (Figure 2.8(d)). In thesymmetri ase, it orresponds to the formation of nearly horizontal vor-



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 43tex ribs along the strething manifold of the lower hyperboli point (Figure2.9(d)).
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Fig. 2.8 � Optimal initial perturbation (a)-(b) and optimal response()-(d) at tΓ/2πb2 = 1 for the antisymmetri ase. Contours of (a)-()axial vortiity ω̃y and (b)-(d) square root of enstrophy |ω̃| in the (x,z) plane for
ReΓ = 2000 at kya = 2.26 for the antisymmetri ase at tΓ/2πb2 = 1. In (a)-(), the ontinuous lines orrespond to positive vortiity and the dashed linesorrespond to negative vortiity. The ontour levels shown are ω̃y/||ũ(t = 0)||= ±0.01, ±0.05, ±0.09, ±0.13 and 0.17 on Figure (a), ω̃y/||ũ(t = 0)|| =
±0.01, ±0.05, ±0.09, ±0.13 and ±0.17 on Figure (), |ω̃|/||ũ(t = 0)|| =
0.02, 0.05, 0.08, 0.11, 0.14, 0.17 and 0.2 on Figure (b) and |ω̃|/||ũ(t = 0)||= 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1., 1.2 and 1.4 on Figure (d). Same as Figure 2.6, forother harateristis.The spatial distribution of the optimal perturbation and response at
tΓ/2πb2 = 0.025 is displayed on Figure 2.10 for the antisymmetri ase andon Figure 2.11 for the symmetri ase. At very short times, we observe thatthe shape of the optimal initial perturbation is very similar to the optimalresponse sine the �ow has little time to develop. For both symmetries, the
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Fig. 2.9 � Optimal initial perturbation and optimal response at
tΓ/2πb2 = 1 for the symmetri ase. Same legend as Figure 2.8 but forthe symmetri ase. The ontour levels shown are ω̃y/||ũ(t = 0)|| = ±0.01,
±0.05, ±0.09 and ±0.13 on Figure (a), ω̃y/||ũ(t = 0)|| = ±0.015, ±0.03,
±0.045 and ±0.06 on Figure (), |ω̃|/||ũ(t = 0)|| = 0.02, 0.06, 0.1, 0.14,
0.18, 0.22 and 0.26 on Figure (b) and |ω̃|/||ũ(t = 0)|| = 0.1, 0.25, 0.4, 0.55,
0.7, 0.85 and 1 on Figure (d).
axial vortiity of the optimal perturbation is onentrated very lose andslightly upstream from the points of maximal strain, whereas the optimalresponse is loalized slightly downstream from that points, indiated by theblak dots on Figures 2.10 and 2.11. This loalization of the optimal shorttime perturbation an be understood by extending the work of Caul�eld &Kerswell [6℄ who have shown, on an invisid in�nite �ow model with hyper-boli streamlines and uniform strain, that the maximal energy gain at shorttimes depends only on the strain rate ǫ of the �ow. If we neglet the pressureas in Caul�eld & Kerswell [6℄, the diret Equation (2.4) and adjoint Equation
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Fig. 2.10 � Optimal initial perturbation (a)-(b) and optimal res-ponse ()-(d) at tΓ/2πb2 = 0.025 for the antisymmetri ase. Same asFigure 2.8. The ontour levels shown on Figures (a) and () are ω̃y/||ũ(t =
0)|| = ±0.01, ±0.03, ±0.05, ±0.07 and 0.09. The ontour levels shown onFigures (b) and (d) are |ω̃|/||ũ(t = 0)|| = 0.01, 0.04, 0.07, 0.09 and 0.12.The blak dots orrespond to the points of maximum strain of the base state.(2.12) reads :

∂u

∂t
= −LB(u),

∂u
+

∂t
= −L+

B(u+) (2.16)with LB(u) = uB × ω + u × ωB and L+
B(u+) = ωB × u

+ −∇× (uB × u
+).At short times,

u(t) = (1−tLB)u(0)+O(t2), u
+(t) = (1−tL+

B)u+(0)+O(t2) (2.17)and the energy gain may be written as :
G(t) = 1 −

t((LB + L+
B)u(0)|u(0))

(u(0)|u(0))
+ O(t2) = 1 − 2t

(SBu(0)|u(0))

(u(0)|u(0))
+ O(t2)(2.18)
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Fig. 2.11 � Optimal initial perturbation (a)-(b) and optimal res-ponse ()-(d) at tΓ/2πb2 = 0.025 for the symmetri ase. Same asFigure 2.10 but for the symmetri ase. The ontour levels shown on Figures(a) and () are ω̃y/||ũ(t = 0)|| = ±0.01, ±0.03 and ±0.05. The ontour levelsshown on Figures (b) and (d) are |ω̃|/||ũ(t = 0)|| = 0.01, 0.04, 0.07, 0.09,
0.12 and 0.15.sine (LB +L+

B)u(t) = 2SBu(t), with SB the symmetri part of the base �owveloity gradient tensor. At eah loation (x, z), SB admits two eigenvalues
±ǫ(x, z) whih orrespond to the loal strain rate of the base �ow representedon Figure 2.1(b). The initial ondition whih maximises the energy gain atshort times is given by u(0) loalized at the point where ǫ(x, z) is maximumand the gain is then :

ln(G(t)) = −2max(ǫ)t + O(t2). (2.19)This theoretial predition of the energy gain at short times is reported onFigure 2.7 by a dash-dotted line. At tΓ/2πb2 = 0.025, the theory predits
ln(G) = 0.43 whereas the numerial alulations, for ReΓ = 2000, give
ln(G) = 0.23 for the antisymmetri mode and ln(G) = 0.26 for the sym-



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 47metri mode and, for ReΓ = 5000, ln(G) = 0.27 for the antisymmetri modeand ln(G) = 0.29 for the symmetri mode. At tΓ/2πb2 = 2.5 × 10−3, thesame fator exists between the theoretial estimate and the omputed opti-mal growth. Moreover, the optimal perturbation and response (Figures 2.10and 2.11) are not totally onentrated on the points of maximal strain. Thedisrepany ertainly omes from the fat that the theory is asymptotiallyvalid for large kya sine, to neglet pressure at leading order, the pertur-bation should varies more rapidly along the y diretion than in the (x, z)plane (approximation of the so-alled pressureless dynamis [28℄). For �nite
ky, the pressure term in the expression of LB and L+

B annot be negle-ted and it is already remarkable that the asymptoti theory gives a deentagreement both in the loalization of the perturbation and on the gain. Thisonjeture is on�rmed by the omputation of the optimal perturbation fora larger wavenumber kya = 6 at time tΓ/2πb2 = 0.025 for the antisymmetriase and a larger Reynolds number ReΓ = 5.104 represented on Figure 2.12.Perturbations are in that ase more loalized around the maximum strain lo-ation and the value ln(G) = 0.33 is loser to the invisid large ky predition
ln(G) = 0.43.Up to now, the optimal gain has been presented only for the most uns-
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Fig. 2.12 �Optimal perturbations at tΓ/2πb2 = 0.025 for the antisym-metri ase and kya = 6. Contours of the square root of enstrophy |ω̃| of(a) optimal initial perturbation and (b) optimal response in the (x,z) plane for
ReΓ = 5.104 at kya = 6 for the antisymmetri ase at tΓ/2πb2 = 0.025. Theontour levels shown are |ω̃|/||ũ(t = 0)|| = 0.2 × 10−5, 0.6 × 10−5, 1 × 10−5,
1.4 × 10−5, 1.8 × 10−5, 2.2 × 10−5 on Figures (a) and |ω̃|/||ũ(t = 0)|| =
0.5 × 10−5, 1 × 10−5, 1.5 × 10−5, 2 × 10−5, 2.5 × 10−5, 3 × 10−5 on Figures(b). The blak dots orrespond to the points of maximum strain of the basestate.



48 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillagetable wavenumber kya = 2.26, but the proedure may be repeated for eah
ky. The piees of information are then very abundant sine the optimal gainshould be omputed for eah kya at eah time for both symmetries of the per-turbation. We restrit ourself to the values kya = 0.2 lose to the maximumof the Crow instability, kya = 1.09 and kya = 2.6 on both sides of the �rstellipti instability peak where the �ow is stable for ReΓ = 2000 and Figure2.13 presents the same graph as Figure 2.7 but for these three new values of
kya, the fourth graph presenting the optimal gain as a funtion of time forthe four wavenumbers studied. For all wavenumbers, the transient lasts until
tΓ/2πb2 ≃ 2.5. For the Crow instability, at kya = 0.2, the energy at largetime is about 50 times larger when initialized by the adjoint mode than bythe diret mode. Remarkably, up to tΓ/2πb2 = 2.5, the transient growth ofantisymmetri perturbations, marked by an open irle on Figure 2.13(a),is nearly as large as the one of symmetri perturbation, even though theyare stable at large time and deays, whereas the symmetri mode keeps in-reasing at large time when the Crow instability develops. For all the stablewavenumbers, the maximum gain is reahed around tΓ/2πb2 = 2 with anenergy inrease by a fator lose to 50. At very short time, Figure 2.13(d)shows that all the wavenumbers omputed experiene a similar transientgrowth, no matter if they are stable or unstable at large time. This demons-trates that the sharp seletion of unstable wavenumber based on the modalanalysis should be reonsidered when �nite time growth is onerned. Inpartiular, instabilities in experiments are observed at relatively short times.They may be still a�eted by transient e�et and therefore may not yet re�etthe modal frequeny seletion valid at large time.2.4 ConlusionThe unstable modes of a Lamb-Oseen vortex pair have been determinedwith a linear three-dimensional stability analysis based on a Krylov teh-nique. The long-wavelength Crow instability has been retrieved. This insta-bility is symmetri with respet to the plane separating the two vorties andthe most unstable wavelength is 6.8b, whih is in good agreement with Crow'stheory. Both symmetri and antisymmetri modes of the ellipti instabilitywith nearly idential growth rates have been found. These instability modesare non osillatory and very seletive with thin unstable band well predi-ted by Tsai & Widnall [52℄ theory re�ned by Le Dizès & Laporte [29℄. Thepresent results for ReΓ = 105 are omparable with the invisid linear stabi-lity analysis of Sipp & Jaquin [47℄ for the non osillatory ellipti instabilitybranhes but, we have also found an osillatory instability similar to the one
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tΓ/2πb2Fig. 2.13 �Transient growth for di�erent wavenumbers - Ampli�ationfator of the symmetri (bold lines and △) and antisymmetri (thin linesand ©) modes as funtion of the time t nondimensionnalized by 2πb2/Γ fordi�erent initial onditions. (a) kya = 0.2, (b) kya = 1.09 and () kya = 2.6.Dashed lines : initial ondition is the diret eigenmode. Continuous lines :initial ondition is the adjoint eigenmode for the energy norm, whih is theinitial ondition that maximizes the energy at large times. Dots : optimalperturbation at eah time as initial ondition. (d) Close-up view of the optimalenergy gain for the antisymmetri ase (©) at short times for kya = 0.2(· · · ·), kya = 1.09 (� � �), kya = 2.26 (��) and kya = 2.6 (� · �). The bolddashed dotted line orresponds to the theoretial predition.obtained by Billant et al. [4℄ for the Lamb-Chaplygin dipole. This instabilityseems to result from the resonane between the strain and Kelvin waves ofazimuthal wavenumbers m = 0 and |m| = 2 even though the latter is, inthe absene of strain, strongly damped due to the presene of ritial layers



50 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage(Fabre et al. [15℄). For �nite strain, the ritial layer might be modi�ed andnot regularized by the visosity but by the strain.Leweke & Williamson [31℄, in their experiments on trailing vorties, haveobserved only the antisymmetri mode of the ellipti instability. As alreadyobserved by Billant et al. [4℄ and Sipp & Jaquin [47℄, this strong sele-tion annot be understood onsidering the lassial stability theory sine thegrowth rate of the leading unstable mode of both symmetries are very lose.Sipp & Jaquin [47℄ have proposed an interpretation of this result by takinginto aount the unsteadiness due to the di�usion of the base �ow. The e�etof this instationnarity favors the antisymmetri ellipti mode but the resul-ting seletion is moderate and one may explore other mehanism to explainthe strong preferene for the antisymmetri ellipti instability observed inexperiment. The idea pursued in the present work is a di�erene in sensiti-vity to initial ondition and, indeed, antisymmetri mode presents a fator 2in energy when long time optimal initial perturbations are onsidered. Thislarger sensitivity of the antisymmetri mode would explain a more frequentourrene of this mode but the di�erene seems not large enough to explainthe strong seletion observed experimentally. This enhaned sensitivity toinitial perturbation assoiated with the unsteadiness e�et desribed by Sipp
& Jaquin [47℄ might unite to explain the experiments results.Investigations on transient growths of the perturbations on the vortexpair have been performed for di�erents instants and several axial wavenum-bers. Eah wavenumber omputed experiene a transient growth even if theyare stable at large times and the transient growth typially lasts 2.5 adve-tion time of the dipole. Leweke & Williamson [31℄ did their observations ata times whih orrespond to 4.9 to 7.5 advetion time of the dipole, whihmeans that the experimental observations have not been arried out in thetransient phase.At a short time orresponding to 0.025 advetion time of the dipole, thedynamis is led by the points where the strain of the base �ow is maximumand the optimal perturbations and responses are loalized around that pointfor both symmetries. At an intermediate time orresponding to one advetiontime of the dipole, the optimal perturbations are ontroled by the hyperbolipoints of the base state : by the trailing (i.e. upper) stagnation point forthe antisymmetri ase and by the front (i.e. lower) stagnation point for thesymmetri ase. The optimal response then takes the shape of vortex ribsaligned along the strething manifold of the ative hyperboli points.In summary, for a vortex dipole with relatively onentrated vortiity(a/b = 0.2), it is notieable that, depending upon the time at whih the gainis omputed, di�erent regions of the base �ow are ative. For very short timeompared to the advetion time of the dipole, the points of maximum strain,



Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillage 51whih are loated inside the ores in non trivial loations o� the enter,are where perturbations will grow the most, su�ering the fastest strething ;for time about the advetion time, the hyperboli points de�ne the optimalgrowth of the perturbation, leading to a transient hyperboli instability : theperturbations are intensi�ed by a strething when trajetories pass lose toone of the hyperboli points ; for long time, the vortex ore dominates thedynamis and the growth of the perturbations are due to the ellipti insta-bility. Sine it is assoiated to the resonane between waves, a seletion onthe axial wavenumber is then imposed.A. Numerial method for omputing the 2D basestate and domain redution for the stability pro-blemThe evolution of the veloity, the vortiity and the pressure of the basestate [uB, ωB, pB](x, z, t) is governed by the 2D Navier-Stokes equations :




∂uB

∂t
= uB × ωB −∇(pB +

u
2

B

2
) + ν∆uB

∇.uB = 0
(2.20)These equations are solved with a pseudo-spetral method in Cartesian oor-dinates with periodi boundary onditions. The veloity, the vortiity and thepressure are expressed in Fourier spae by appliation of the two-dimensionalFourier transform :

[uB, ωB, pB](x, z, t) =

∫
[ûB, ω̂B, p̂B](kx, kz, t)e

i(kxx+kzz)dkxdkz. (2.21)where kx and kz are the omponents of the wavevetor k2D. In spetral spae,the Navier-Stokes Equations (2.20) beome :
∂ûB

∂t
= P(k2D) ̂[uB × ωB] − νk2

2D∆ûB, (2.22)where P(k2D) is the projetion operator on the spae of divergene-free�elds whih, in Fourier spae, may be expressed as a tensor with ompo-nents Pij = δij − kikj/k
2
2D. The term uB × ωB is evaluated in the physialspae. Time integration is arried out with a seond-order Adams-Bashforthsheme whereas the dissipative term ν∆uB is integrated exatly.The size of the periodi box Lx = Lz = 12 is large enough to minimize



52 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillagethe e�ets of periodi boundary onditions (Lx = Lz = 60a0) and to adaptto the downward desent of the dipole. The mesh is Cartesian with 512×512(and 1024 × 1024 in some ases) olloation points equally spaed in the xand z diretions with δx = δz = 0.023. This number allows approximately 16points in eah vortex ore. The time step is set to δt = 10−3, whih is smallenough to ful�ll the Courant-Friedrih-Levy ondition : δx/δt = 23 > Umax,with the maximum veloity here equal to Umax ≃ Γ0/2πa0 = 5. For the li-near stability analysis performed in Setion 2.2, the eigenmodes have beenomputed in a smaller box by ropping the veloity and vortiity of the basestate [uB, ωB](x, z). There is no periodiity problem sine the perturbationalone is periodi in the small box.B. Computational aurayThe auray and the onvergene of the results have been tested in alarger box size : Lx = Lz = 6b with 512 × 512 grid points and with a�nner resolution : Lx = Lz = 3b with 512 × 512 for three typial axialwavenumbers : the �rst maximum of the ellipti instability kya = 2.26, the�rst maximum of the osillatory instability kya = 1.09 and the maximum ofthe Crow instability kya = 0.2 for ReΓ = 105. The results of the tests aredisplayed in Table 2.1.We observe that doubling the size of the omputational domain withouthanging the resolution doesn't hange the growth rate and doubling theresolution hanges the value of the growth rate by less than 1% for thewavenumbers kya = 2.26 and kya = 1.09. For the smaller wavenumber kya =
0.2, widening the periodi box to L = 6b and keeping the same resolutionhanges the value of the growth rate by 12%.2.5 Comparaison ave l'expérieneComme mentionné dans la Setion de l'artile, dans les expérienes enlaboratoire, les instabilités sont généralement observées à des instants relati-vement ourts. Il est don possible que les observations soient a�etées par lese�ets transitoires et ainsi ne pas re�éter le omportement modal assuré à uneroissane exponentielle valide aux temps longs. Leweke & Williamson [31℄ont réalisé leurs expérienes à des instants entre 4.9 et 7.5 temps d'advetiondu dip�le, hors de la phase transitoire.Une autre spéi�ité des expérienes en laboratoire est qu'elles reposentsur des visualisations, le plus souvent par du olorant. D'une part, le nombre
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kya = 2.26 kya = 1.09

L 3b 6b 3b 3b 6b 3b
N 256 512 512 256 512 512
δ 0.0234 0.0234 0.0117 0.0234 0.0234 0.0117
σ∗

1.3189 1.3189 1.3196 0.2429 0.2427 0.2430

kya = 0.2
L 3b 6b 12b
N 256 512 1024
δ 0.0234 0.0234 0.0234
σ∗ 0.6223 0.7470 0.7447Tab. 2.1 � Computationnal auray of the growth rate σ∗ = σr2πb2/Γ withrespet to the size of the box L = Lx = Lz and the resolution δ = L/N ,with N = Nx = Nz for three axial wavenumbers : kya = 2.26 (antisymmetrimode), kya = 1.09 (antisymmetri mode) and kya = 0.2 (symmetri mode).The Reynolds number is ReΓ = 105. The bold values orrespond to the re-ferene values, whih have been hosen for the omputation of the modes inSetion 2.2.4.de aratéristiques aessibles de l'éoulement est relativement faible et,d'autre part, les tehniques de visualisation peuvent induire des biais om-paré à une mesure instantanée des vitesses. En e�et, l'importane dynamiqueaux temps ourts des point d'arrêt, situés en dehors du oeur des tourbillons,a été démontrée dans la Setion de l'artile. Cependant, dans les expérienesde Leweke & Williamson [31℄, seuls les oeurs des tourbillons ont été visualiséet la dynamique autour des points d'arrêt n'était don pas visible. A�n dequanti�er l'e�et induit par la visualisation en olorant, nous avons alulé lesperturbations en olorant d'un olorant initialement non perturbé ave unedistribution de olorant de base identique à la vortiité de l'éoulement debase, et e pour di�érentes onditions initiales.La onentration en olorant c′ est gouvernée par l'équation d'advetion-di�usion :

∂c′

∂t
+ u.∇c′ = κc′ (2.23)où κ est la di�usivité du olorant. Dans les expérienes, le olorant est en-traîné par le �uide le long des �aps, la distribution initiale en olorant estdon orrélée à la distribution initiale de vortiité réée par les �aps quielle-même peut être représentée par une di�usion de vortiité à partir de la



54 Instabilités 3D et roissane transitoire des tourbillons de sillageondition d'adhérene sur les parois. La valeur absolue de la vortiité de l'étatde base est prise omme onentration du olorant de base : cB(x, z) = |ωBy|.L'équation 2.23 est linéarisé autour de l'état de base et la perturbation tri-dimensionnelle en olorant c est solution de l'équation suivante :
∂c

∂t
+ uB.∇c + u.∇cB = κc (2.24)La perturbation en olorant c est déomposée en ondes le long de la diretionhomogène y :

c(x, y, z, t) = c̃(x, z, t)eikyy + c.c. (2.25)où .. dénote le omplexe onjugué. Nous avons déterminé la perturbationen olorant assoiée aux perturbations optimales des modes symétriques etantisymétriques aux temps ourts, l'énergie de la perturbation initiale étantnormalisée à 1 a�n de omparer l'intensité de la perturbation en olorant pourdi�érentes onditions initiales. La Figure (2.15) représente la perturbation enolorant assoiée aux perturbations optimales à tΓ/2πb2 = 1 pour les deuxsymétries.On observe que la distribution de la perturbation en olorant dans haquetourbillon est très similaire pour les deux symétries. Cependant, l'amplitudede la perturbation en olorant orrespondant au mode antisymétrique est plusgrande d'un fateur 3.5 que le symétrique alors que l'énergie de la perturba-tion initiale est la même. En e�et, l'amplitude pi à pi de la perturbation enolorant antisymétrique est 0.26 alors qu'elle est de 0.075 pour le symétrique.A tΓ/2πb2 = 1, la perturbation en olorant, sensible seulement à la défor-mation du oeur où le olorant est initialement loalisé, est plus de trois foisplus grande pour le mode antisymétrique que pour le symétrique tandis quele rapport entre l'énergie des perturbations des deux symétries est prohe de
1. C'est pourquoi nous proposons que les observations expérimentales sur ladomination du mode antisymétrique pourrait être assoiée au fait que, à lafois les visualisations en olorant et les mesures de la vortiité axiale, ommel'on fait Leweke & Williamson [31℄, sont sensibles à la perturbation dans leoeur des tourbillons mais pas à l'extérieur du oeur. Cette idée est illustréepar la Figure 2.16 où (a) et (b) sont identiques à la Figure 2.7(a) sauf quedans (a) l'énergie de la perturbation en olorant est dé�nie omme :

D =

∫ Lx

0

∫ Lz

0

|c|2dxdz (2.26)et dans (b) l'enstrophie axiale ξy est traée ave :
ξy =

∫ Lx

0

∫ Lz

0

|ωy|
2dxdz. (2.27)
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Fig. 2.14 � Isovaleurs de la perturbation (a)-(b) en olorant et ()-(d) envortiité axiale ωy dans le plan (x, z) assoiée à la réponse optimale desmodes (a)-() antisymétrique and (b)-(d) symétrique à tΓ/2πb2 = 1 pour
ReΓ = 2000 à kya = 2.26. La perturbation en olorant était initialementnulle et l'énergie de la perturbation est dans les deux as normalisée à 1 a�nde omparer leur e�et sur la visualisation de l'éoulement.Si on ompare les Figures 2.16(a) et 2.16(b) ave la Figure 2.7(a) de laSetion 2.3, pour laquelle les gains en énergie optimaux sont très prohespour les deux symétries, on observe qu'au ontraire il existe un fateur 2 enfaveur du mode antisymétrique pour une énergie de perturbation identiquesi les perturbations sont mesurées ave la perturbation de olorant ou avel'enstrophie axiale.
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Fig. 2.15 � Isovaleurs de la perturbation (a)-(b) en olorant et ()-(d) envortiité axiale ωy dans le plan (x, z) assoiée à la réponse optimale desmodes (a)-() antisymétrique and (b)-(d) symétrique à tΓ/2πb2 = 5 pour
ReΓ = 2000 à kya = 2.26. La perturbation en olorant était initialementnulle et l'énergie de la perturbation est dans les deux as normalisée à 1 a�nde omparer leur e�et sur la visualisation de l'éoulement.
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Fig. 2.16 � Logarithme (a) de l'amplitude de la perturbation assoiée auxperturbations optimales à di�érents instants, la perturbation initiale en éner-gie étant normalisée à 1, et (b) du gain en enstrophie des modes symétriques(deep lines and △) et antisymétriques (thin lines and ©) en fontion dutemps pour di�érentes onditions initiales. Tiretés : la ondition initiale estle mode propre diret. Lignes ontinues : la ondition initiale est le modepropre adjoint. Points : Perturbation optimale à haque instant omme ondi-tion initiale.



Chapitre 3Instabilités 3D et perturbationsoptimales des tourbillons desillage en milieu strati�éCe hapitre, qui reprend une publiation en préparation pour la revuePhysis of Fluids sous le titre "Three-dimensional instabilities and optimalperturbations of trailing vorties in strati�ed �uid", a pour objet l'étude dela dynamique tridimensionnelle d'une paire de tourbillons de Lamb-Oseenhorizontaux dans un �uide strati�é vertialement en densité, gravitationnel-lement stable. Après l'étude de l'évolution bidimensionnelle de ette pairede tourbillons en milieu strati�é, une analyse de stabilité linéaire tempo-relle tridimensionnelle à di�érents instants pour des strati�ations faibles etmodérées, d'une part, et le alul des perturbations optimales pour des stra-ti�ations intenses, d'autre part, sont réalisés.L'évolution bidimensionnelle d'un paire de tourbillons de Lamb-Oseen derapport d'aspet initial a0/b0 = 0.2 a été déterminée par des simulationsnumériques diretes pour di�érentes intensités de strati�ation. On observeque ette évolution est a�etée par la présene de la strati�ation. En ef-fet, au fur et à mesure de la desente du dip�le, il apparaît des gradientsde densité horizontaux autour et dans le sillage de la paire de tourbillons, àl'origine de la réation de vortiité baroline, omme l'ont observé Garten etal [16℄. L'éhelle de variation temporelle du rayon du dip�le a, de la distanede séparation entre les deux tourbillons b et de la irulation du dip�le Γest l'inverse de la fréquene de Brunt-Väisälä, aratéristique de la strati�a-tion. La distane de séparation entre les tourbillons b déroît en fontion dutemps puisque les deux tourbillons sont déplaés l'un vers l'autre par la pré-sene de la vortiité baroline. Finalement, les tourbillons entrent en ontatet di�usent l'un dans l'autre, entraînant une diminution de la irulation58



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 59de haun des tourbillons, aentuée par le detrainment des tourbillons pri-maires. Le rayon du dip�le a roît par di�usion visqueuse puis ommene àdéroître lorsque les tourbillons sont prohes. Cette évolution des paramètresdu dip�le est à l'origine de l'évolution du rapport d'aspet a/b, de l'étirement
Γ/2πb2 et du nombre de Reynolds basé sur la irulation ReΓ en fontion dutemps, et di�ère du as homogène. Pour les faibles strati�ations, l'étirementest peu a�eté par la strati�ation alors qu'il roît fortement pour les strati-�ations modérées et intenses.L'étude de l'évolution bidimensionnelle de la paire de tourbillons en mi-lieu strati�é a montré que la strati�ation agit sur une éhelle de tempsgrande devant le temps d'advetion du dip�le Γ/2πb2 pour de faibles stra-ti�ations. L'état de base bidimensionnel peut don être onsidéré ommequasi-stationnaire et l'ordre dominant de l'évolution de la perturbation peutêtre déterminé par un analyse de stabilité linéaire. Les modes instables de lapaire de tourbillons de rapport d'aspet initial a0/b0 sont ainsi déterminés àdeux instants Nt = 1 et Nt = 2 pour di�érents nombres de Froude, l'étatde base étant �gé dans le repère se déplaçant ave le dip�le. Nous avonsretrouvé les instabilités lassiques de Crow (instabilité à grande longueurd'onde) et elliptique (instabilité à petite longueur d'onde) existant dans les�uides homogènes. Pour des longueurs d'onde de l'ordre de la distane deséparation instantanée des tourbillons, l'instabilité orrespond au déplae-ment symétrique (par rapport au plan situé au milieu des deux tourbillons)des tourbillons dans la diretion d'étirement maximal aratéristique de l'in-stabilité de Crow. La longueur d'onde de ette instabilité symétrique estproportionnelle à la distane de séparation instantanée entre les deux tour-billons et le taux de roissane à l'étirement instantané, e qui est en aordave les prévisions pour l'instabilité de Crow. Pour des longueurs d'onde del'ordre de la taille du oeur des tourbillons, le méanisme de l'instabilité estl'instabilité elliptique omme l'ont observé Nomura et al. [35℄ pour des stra-ti�ations faibles et modérées. Les taux de roissane sont proportionnels àla valeur instantanée de l'étirement Γ/2πb2 et la longueur d'onde à la valeurinstantanée du rayon des tourbillons a, omme le prévoit la théorie de l'in-stabilité elliptique. L'e�et prinipal de la strati�ation est don d'intensi�erl'étirement en provoquant le rapprohement des tourbillons l'état de base.En plus des instabilités de Crow et elliptique, une instabilité osillante simi-laire à elle existant dans les �uides homogènes (Chapitre 2) est observée.La partie réelle des taux de roissane est proportionnelle à la valeur instan-tanée de l'étirement et la longueur d'onde à la valeur instantanée du rayondes tourbillons. Elle orrespond à une instabilité elliptique mettant en jeu lesondes de Kelvin de nombre d'onde azimuthal m = 0 et |m| = 2.Pour des niveaux de strati�ation modérés à intenses, la strati�ation agit



60 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�ésur une éhelle de temps du même ordre que le temps d'advetion du dip�leet l'état de base ne peut don plus être onsidéré omme quasi-stationnaire,invalidant l'approximation de l'analyse de stabilité linéaire (approximationWKBJ). A�n d'étudier la dynamique de et éoulement instationnaire, lesperturbations optimales à deux instants tΓ0/2πb2
0 = 4 et tΓ0/2πb2

0 = 10 sontdéterminées par une tehnique diret-adjoint qui prend en ompte l'évolutionde l'état de base, les opérateurs d'évolution diret et adjoint étant obtenus parlinéarisation autour de la trajetoire représentant l'évolution 2D de l'éoule-ment de base.Dans un premier temps, les perturbations optimales sont déterminées pourles �uides homogènes, l'instationnarité de l'éoulement de base est don uni-quement dûe à la di�usion visqueuse qui induit une augmentation du rayondu tourbillon. Pour les grandes longueurs d'onde, ontrairement aux résul-tats de l'analyse de stabilité asymptotique où seul le mode symétrique estinstable, les taux de roissane optimaux moyens sont grands pour les deuxsymétries. Dans le as symétrique, la réponse optimale est similaire au modepropre de l'instabilité de Crow et les taux de roissane moyens optimauxsont en bon aord ave la théorie de Crow. Pour les petites longueurs d'onde,on retrouve l'instabilité elliptique. La part du gain dûe à l'instationnarité del'éoulement semble favoriser le mode antisymétrique, on�rmant ainsi l'ana-lyse de Sipp & Jaquin [47℄ qui repose sur l'hypothèse que la perturbations'ajuste à tous les instants au mode propre dominant instantané.Dans un seond temps, les perturbations optimales sont déterminées pourles �uides strati�és, l'instationnarité de l'éoulement de base étant ainsi dûe,en plus de la di�usion visqueuse, à la présene de la strati�ation. Commedans le as homogène, on observe des pis d'instabilité aux faibles nombresd'onde et aux nombres d'onde de l'ordre de la taille du oeur du tourbillon.A tΓ0/2πb2
0 = 4 pour Fr > 2 et à tΓ0/2πb2

0 = 10 pour Fr > 5, on retrouveles instabilités de Crow et elliptique. La présene de la strati�ation a�etepeu la dynamique, l'énergie potentielle étant négligeable devant l'énergie i-nétique : les taux de roissane moyens ne varient pas ave la strati�ationet les perturbations optimales sont similaires au as non strati�é. Par ontre,à tΓ0/2πb2
0 = 4 pour Fr < 2 et à tΓ0/2πb2

0 = 10 pour Fr < 5, les énergiespotentielle et inétique sont omparables. Cependant, la dynamique resteprinipalement inertielle sauf pour Fr = 2 à tΓ0/2πb2
0 = 10. En e�et, la per-turbation de vortiité longitudinale de la réponse optimale est prohe de elleliée aux modes propres des instabilités de Crow et elliptique. D'autre part,les taux de roissane moyens sont égaux à eux du as homogène pour lesgrandes longueurs d'onde et augmentent ave le nombre de Froude pour lespetites longueurs d'onde, e qui est ohérent ave les résultats de l'analysede stabilité linéaire ainsi qu'ave les préditions de l'instabilité elliptique,



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 61puisque l'étirement augmente ave le nombre de Froude dû au rapprohe-ment des tourbillons. Pour Fr = 2 à tΓ0/2πb2
0 = 10, la réponse optimale estonentrée dans le sillage du dip�le, e qui pourrait expliquer les observationsde Nomura et al. [35℄ de l'apparition de tourbillons vertiaux pour Fr = 2.



62 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�éThree-dimensional instabilities and optimalperturbations of trailing vorties in strati�ed�uidClaire Donnadieu1, Jean-Mar Chomaz1, Sabine Ortiz1,2 and Paul Billant1
1 LadHyX, CNRS�Eole Polytehnique F-91128 Palaiseau Cedex, Frane

2 UME/DFA, ENSTA, hemin de la Hunière, 91761 Palaiseau Cedex,FraneAbstratThis paper investigates the three-dimensional instabilities and the optimalperturbations on a pair of horizontal ounter-rotating Lamb-Oseen vortiesin a stable vertially strati�ed �ow. Two-dimensional simulations are �rstperfomed, showing that the two-dimensional temporal evolution of the vor-tex parameters : the radius a, the separation distane b and the irulation Γ,sales on the Brunt-Väisälä frequeny, whih is the harateristi timesaleof the strati�ation. For weak and moderate strati�ations, we show that thestrati�ation ats on a long timesale ompared to the advetion time of thedipole implying that the base �ow an be onsidered as quasi-stationary. Alinear stability analysis is thus perfomed. We retrieve the instability peaksorresponding to the Crow instability for the long-wavelength and to theellipti instability for the short wavelength showing that the dynamis isalmost una�eted by the presene of the strati�ation. The osillatory ellip-ti instability involving Kelvin waves of azimuthal wavenumber m = 0 and
|m| = 2 existing in homogeneous �uids (Donnadieu et al. [11℄) is also found.For strong strati�ations, the base �ow being unsteady, we ompute the op-timal perturbations at two time horizons tΓ0/2πb2

0 = 4 and tΓ0/2πb2
0 = 10with a diret-adjoint tehnique whih takes into aount the evolution of thebase �ow. The unsteadiness of the �ow due to visous di�usion in homo-geneous media whih indues a growth of the vortex ore radius a is �rstinvestigated : for the short-wavelength, the ellipti instability is retrieved.The part of the energy gain due to the unsteadiness of the �ow seems to fa-vor the antisymmetri mode, on�rming the analysis of Sipp & Jaquin [47℄who assumed that the perturbation adjusts immediately to the instantaneousleading eigenmode. This result demonstrates that the antisymmetri modeof the ellipti instability should dominate. Investigations on the dynamisof the vortex pair in strati�ed �uid are then performed : the unsteadinessof the �ow is due to the presene of the strati�ation. As for homogeneousmedia, peaks at small wavenumbers and at wavenumbers of the order of the



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 63vortex ore size are found. The dynamis is mainly inertial with optimal res-ponses strongly resembling to Crow and ellipti modes and growthrates loseto the homogeneous ase ones for the long wavelength and in good agree-ment with the linear stability analysis for the short wavelength. For Fr = 2at tΓ0/2πb2
0 = 10, the potential energy is as important as the kineti energyand the optimal response is onentrated in the wake of the dipole, whihmight explain the observation by Nomura et al. [35℄, in their diret numerialsimulations, of the formation of vertial vorties strutures when Fr = 2.3.1 IntrodutionThe wake whih forms behind an airraft due to its lift is a pair of hori-zontal ounter-rotating vorties propagating downwards. Depending on theatmospheri onditions, suh dipole an persist over a long time or be rapidlydestroyed. If it remains oherent, it an be hazardous to following airraft,hene safety regulations impose a minimum separation distane between air-planes. With the saturation of airports and the projets of super jumbo jets,it is important to understand the dissipation mehanisms of suh dipole in or-der to be able to aelerate their deay. The dynamis of suh dipole has beenwidely studied in the past and in reent years and have shown that, in homo-geneous �uids, this vortex pair is unstable with respet to three-dimensionalperturbations. Crow [8℄ has disovered a long-wavelength instability, symme-tri with respet to the plane separating the two vorties. The existene of ashort-wavelength ellipti instability has been revealed by Moore & Sa�man[34℄, Tsai & Widnall [52℄ and numerous artiles ever sine for both symmetriand antisymmetri modes. This instability, due to the ellipti deformation ofthe ore of the vorties, is a resonant interation between the strain and Kel-vin waves of azimuthal wavenumbers m = 1 and m = −1 when both waveshave the same frequeny ω and are partiularly intense for ω = 0.However, in many atmospheri situations, as suh dipoles propagate down-wards they evolve under the in�uene of the stable strati�ation of the atmos-phere. Investigations on the two-dimensional evolution of a ounter-rotatingvortex pair in a stably strati�ed �ow have shown that the dipole is a�eted bythe presene of the strati�ation. In an homogeneous �ow, a two-dimensionalvortex pair propagates downwards at a onstant speed with a onstant se-paration distane between the vorties but, when density strati�ation ispresent, the buoyany ompliates the �ow. Studies have disagreed : somepredit a redution of the separation distane between the vorties with ae-leration of the dipole (Sorer & Davenport [45℄, Hill [19℄, Spalart [48℄, Gartenet al. [16℄) whereas Holzäpfel & Gertz [20℄ have observed a deeleration before



64 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�éthe aeleration of the desent of the dipole. The three-dimensional dynamisof this vortex pair in strati�ed �ow has reeived muh less attention. Labora-tory observations (Sarpkaya [43℄, Delisi & Robins [10℄) and three-dimensionalnumerial simulations of Robins & Delisi [40℄ and Garten et al. [17℄ showa redution of separation distane and deeleration. Nomura et al. [35℄, intheir reent three-dimensional diret numerial simulations, have observed aderease in time of the separation distane with a nearly onstant desentspeed for the weakly strati�ed �ows and a deeleration for the moderateand strong strati�ations. The in�uene of the stable strati�ation on thethree-dimensional instabilities whih develop in unstrati�ed �ows, the longwavelength Crow instability and the short wavelength ellipti instability, hasreeived muh less attention. Robins & Delisi [40℄ have investigated the ef-fet of strati�ation on the Crow instability and observed that for weak andmoderate strati�ations, the vorties eventually links and form rings, therate of linking inreasing with inreasing strati�ation. For stronger strati-�ation, they observed the formation of three-dimensional strutures alledpu�s. Garten et al. [17℄ observe that for relatively strong strati�ation theCrow instability grows faster sine the vorties are loser due to the redutionof separation distane. Diret numerial simulations of Nomura et al. [35℄ onthe short-wavalength instability of a ounter-rotating vortex pair in preseneof stable strati�ation have suggested that, for weak and moderate strati-�ations, the instability mehanism orresponds, despite the strati�ation,to the ellipti instability as in homogeneous media. The instability appearsearlier than in the unstrati�ed ase, owing to the derease due to the stra-ti�ation of the separation distane between the vorties as they propagatedownwards, derease that indues larger elliptiity of the vorties and thenenhanes the instability. For strongly strati�ed �ows, the instability an notbe onsidered as ellipti anymore sine the shape of the primary vorties isstrongly a�eted by the strati�ation.In this paper, the two-dimensional evolution of a Lamb-Oseen vortex pairin stably strati�ed �uid is investigated in Setion 3.2. In the ase of weakstrati�ation, the evolution of the two-dimensional �ow due to strati�ationis slow and an be ignored in the leading order stability analysis and weperform a linear stability analysis of the frozen �ow �eld at di�erent instantsin strati�ed �uid in Setion 3.3. In the ase of strong strati�ation, the two-dimensional �ow is unsteady and the optimal perturbations are omputedat several times, with a diret-adjoint tehnique similar to the one used inthe steady ase (Donnadieu et al. [11℄) and whih takes into aount theevolution of the �ow. The results of this study are presented in Setion 3.4.



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 653.2 Two-dimensional simulations of ounter-rotatingvorties in strati�ed �uid3.2.1 Equations and numerial methodWe �rst investigate the two-dimensional evolution of a pair of ounter-rotating vorties in a stable vertially strati�ed �uid. The spatial oordinatesare Cartesian (x, z), orresponding respetively to transverse and vertial di-retions. The initial state is the superposition of two irular Lamb-Oseenvorties of initial irulation Γ0, initial radius a0 and initial separation dis-tane b0 with opposite signs vortiity and the initial vortiity distributionis :
ωy(x, z, t = 0) =

Γ0

πa2
0

e
−

(x−x1)2+(z−z1)2

a2
0 −

Γ0

πa2
0

e
−

(x−x2)2+(z−z2)2

a2
0 (3.1)where ωy is the axial vortiity and (x1, z1) and (x2, z2) are the initial oor-dinates of the two vortex entroids. The bakground density pro�le is linearand the total density �eld is :

ρ∗(x, z, t) = ρ0 + ρ̄(z) + ρ(x, z, t) (3.2)where ρ0 is a onstant referene value, ρ̄(z) is the linear density pro�le and ρis the density perturbation whih is assumed to be zero at the initial instant.The evolution of the veloity, vortiity, pressure and density perturbation
[u, ω, p, ρ](x, z, t) is governed by the following two-dimensional Navier-Stokesequations in the Boussinesq approximation :





∂u

∂t
= u × ω −∇.(p + u2

2
) + ν∆u − ρN2

ez

∇.u = 0
∂ρ

∂t
= −u.∇ρ′ + uz + ν

Sc
∆ρ.

(3.3)where ν is the kinemati visosity of the �ow, the Brunt-Väisälä frequeny
N =

√
−(g/ρ0)dρ̄/dz, with g the aeleration due to gravity, is assumedto be onstant and Sc = κ/ν is the Shmidt number with κ the di�usivityof the strati�ed agent. The harateristi length sale is the initial vortexseparation distane between the two vorties b0 and the veloity sale is theinitial advetion veloity of the dipole W0 = Γ0/2πb0, hene the harateristitime sale is the dipole advetion timesale 2πb2

0/Γ0. The Reynolds numberbased on the initial irulation of the vorties is de�ned as follows :
ReΓ0 =

Γ0

ν
=

2πW0b0

ν
(3.4)



66 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�éand the Froude number, whih orresponds to the ratio of the harateristitimesale of the strati�ation 1/N to the harateristi timesale of the �ow,is :
Fr =

W0

Nb0
. (3.5)The two-dimensional Navier-Stokes Equations (3.3) are integrated with thepseudo-spetral method in Cartesian oordinates with periodi boundaryonditions desribed in Delbende et al. [9℄. With the appliation of the two-dimensional Fourier transform on the veloity, vortiity, pressure and densityperturbation �elds

[u, ω, p, ρ](x, z, t) =

∫ ∫
[û, ω̂, p̂, ρ̂](kx, kz, t)e

i(kxx+kzz)dkxdkz (3.6)where kx and kz are the transverse and vertial omponents of the wavevetor
k2D, the Navier-Stokes Equations (3.3) beome in the spetral spae :

{
∂û

∂t
= P(k2D)[û× ω − ρ̂N2

ez] − ν|k2D|
2
û

∂ρ̂

∂t
= −ik.ûρ + ûz −

ν
Sc
|k2D|

2ρ̂.
(3.7)where P(k2D) is the projetion operator on the spae of divergene-free �eldswhih, in Fourier spae, may be expressed as a tensor with omponents

Pij = δij − kikj/k
2
2D. The advetion term u × ω is evaluated in the phy-sial spae. Time integration is being marhed with a seond-order Adams-Bashforth sheme whereas the dissipative terms ν∆u and ν/Sc∆ρ′ are inte-grated exatly.The timestep is set to ∆t = 10−3. The size of the periodi box is Lx = 12 inthe transverse diretion and Lz = 24 in the vertial diretion with 512×1024olloation points equally spaed in the x and z diretion. The transverse andvertial lengths are large enough to minimize the e�ets of periodi boundaryonditions (Lx = 60a0), to adapt to the downard desent of the dipole andto prevent the dipole from enoutering its wake. The number of olloationpoints allows approximately 8 points along a vortex ore diameter.3.2.2 The two-dimensional evolution of the �owIn this Setion, the Shmidt number is set to Sc = 1, the Reynolds num-ber is ReΓ0 = 2400 and the Froude numbers onsidered are Fr = 10, 5 and 2.The initial aspet ratio of the dipole is a0/b0 = 0.2. As the ounter-rotatingvorties propagate downwards, they evolve under the in�uene of the strati-�ation. Figures 3.1 and 3.2 represent the axial vortiity of the vortex pairand the density perturbation at two times resaled by the Brunt-Väisälä fre-queny Nt = 1 and Nt = 2 for the three Froude numbers. As shown by



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 67Garten et al. [16℄ for high Froude numbers, i.e. for �ows dominated by ad-vetion, we observe on Figure 3.2 that, as the dipole propagates downwards,strong horizontal density gradients appear around and behind the vortexpair whih indue the reation of vortiity through barolini prodution.The opposite-sign vortiity whih appears around and behind the primaryvorties on Figure 3.1 is this barolini vortiity whih pushes the vortiestowards one another, hene reduing the separation distane b between thevorties. This seondary vortiity is detrained during the desent of the di-pole as observed on Figures 3.1(d)-(e)-(f). At later stages, the vorties are solose that they touh and di�use into one another, resulting in the derease ofthe irulation of the primary vorties. Therefore, due to the presene of thestrati�ation, the irulation Γ, the separation distane between the vorties
b and the radius a evolve as a funtion of time. The temporal evolution ofthe radius a and the external strain rate Γ/2πb2 of the vorties, i.e. the strainindued by one vortex if his neighbor was not here, has been studied. Theore size of the vorties is determined by omputing the vortiity ontour or-responding to ωy = ωmax

y exp(−1), hene giving the semi-minor axis ax andthe semi-major axis az of the ellipti vortex. The radius of the vorties is :
a =

√
(a2

x + a2
z)/2. The irulation of the vorties, omputed on one primaryvortex by setting the barolini vortiity to zero, is given by : Γ =< ωy >,where < . > denotes the integration on a box ut around one primary vortex.Figure 3.3 represents the radius a, the separation distane b and the iru-lation Γ as funtion of time (Figures 3.3(a)-()-(e)) and as funtion of thetime resaled by the Brunt-Väisälä frequeny Nt (Figures 3.3(b)-(d)-(f)) for

Fr = ∞, 10, 5 and 2. By omparing Figures 3.3(a)-()-(e) with Figures3.3(b)-(d)-(f), we observe that the urves ollapse better for the di�erentFroude numbers when time is resaled by N , implying that the temporalevolution of a, b and Γ sales on the Brunt-Väisälä frequeny, whih is theharateristi timesale of the strati�ation. The temporal evolution of sepa-ration distane b between the vorties is plotted on Figure 3.3()-(d). In thestrati�ed �ows, b dereases in time, faster with inreasing strati�ation, sinethe vorties are adveted loser by the barolini vortiity. It is a funtion of
Nt and ompares reasonably well with the theoretial predition of Sa�man[41℄ for a two-dimensional quasi-steady invisid �ow with weak strati�ation.The vorties eventually ome into ontat and di�use into one another. Thisontat happens when the separation distane between the vorties beomesequal to twie the radius of one vortex, whih orresponds to t ≃ 4 for
Fr = 2, t ≃ 8 for Fr = 5 and t ≃ 14 for Fr = 10. This ontat implies aderease in the irulation of eah vortex due to the mutual di�usion of eahvortex on the other. The evolution of the irulation Γ of the vorties is shownon Figure 3.3(e)-(f). For the homogeneous �ow, Γ remains nearly onstant
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Fig. 3.1 � Isovalues of the axial vortiity of the vortex pair in the (x, z) planeat (a)-()-(e)-(g) Nt = 1 and (b)-(d)-(f)-(h) Nt = 2 for (a)-(b) Fr = 10,()-(d) Fr = 5, (e)-(f) Fr = 2 and (g)-(h) Fr = 1. The heavy blak linesorrespond to the isoontours ωy/ω
max
y = ±exp(−1). The size of the domainshown is 6b0 × 6b0 whereas the omputation domain is 12b0 × 24b0, where b0is the initial separation distane between the vorties.
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Fig. 3.2 � Isovalues of the density perturbation in the (x, z) plane. Samelegend as Figure 3.1.



70 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�éas time evolves whereas the irulation signi�antly dereases as funtion oftime for the strati�ed �uids. This derease, whih happens earlier with in-reasing strati�ation, is due to the ombined e�et of the mutual di�usionof eah vortex in the other after they are in ontat and to the detrainementof the primary vorties due to barolini torque. On Figures 3.3(a)-(b) whihdisplay the temporal evolution of the radius a of the vorties, we observethat for Fr = ∞ the growth of a as funtion of time (Figure 3.3(a)) is due tovisous di�usion and is in good agreement with the theoretial predition ofBathelor [2℄ : a(t) =
√

a2
0 + 4νt, where ν is the visosity of the �ow, repre-sented with a dashed line on Figure 3.3(a). For the strati�ed ases, the sizeof the vorties a grows by visous di�usion until t ≃ 2/N and then dereasessine, as explained previously, in the strati�ed �ows, the vortiity of primaryvorties is detrained and the primary vorties di�use into the other induinga redution of their size.Figure 3.4 displays the aspet ratio of the dipole a/b, the external strainrate Γ/2πb2 and the Reynolds number ReΓ as funtion of the time resaledby the Brunt-Väisälä frequeny for Fr = 10, 5 and 2. We observe on Fi-gure 3.4(a) that a/b inreases with time sine, as disussed previously, theradius a of the vorties inreases and the separation distane between thevorties dereases. The strain Γ/2πb2 is nearly onstant and equal to 1 until

Nt = 1 for the three Froude numbers onsidered. For the weakly strati�ed�ow Fr = 10, the strains remain lose to 1 as time evolves suggesting thatthe strain is not signi�antly altered by the strati�ation. For the moderatelystrati�ed �ows Fr = 5 and 2, the strain strongly inrease until Nt = 2.5 for
Fr = 5 and Nt = 3 for Fr = 2, faster with inreasing strati�ation dueto the strong redution of the separation distane. On Figure 3.4(), we ob-serve a derease of the instantaneous Reynolds number ReΓ as funtion oftime sine the irulation of the vorties dereases. At the same time, ReΓ islarger with inreasing strati�ation.3.3 Linear stability analysis in strati�ed �uidAs desribed in Setion 3.2, in a vertially strati�ed environment, thetwo-dimensional evolution of the horizontal vortex pair is a�eted by strati�-ation. In the ase of weak strati�ation, i.e. for large Froude numbers Fr, asstrati�ation ats on a long timesale 1/N ompared to the advetion time
Γ/2πb2 of the dipole, the base state an be onsidered as as quasi-stationaryand a linear stability analysis in strati�ed �uid desribes the leading orderevolution of the perturbation. This is true sine for ReΓ0 = 2400 the di�u-sion also ats on a slow time sale a2/N . In this Setion, we investigate the
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Fig. 3.3 � Evolution of (a)-(b) the radius a of the vortex ore, ()-(d) theseparation distane b between the vorties and (e)-(f) the irulation of thevorties Γ as funtion of (a)-()-(e) time t and (b)-(d)-(f) time resaled bythe Brunt-Väisälä frequeny Nt for Fr = ∞ (⋄), 10 (◦), 5 (�) and 2 (△).The dashed line orresponds on Figure (a) to the law (Bathelor [2℄) : a(t) =√
a2

0 + 4νt, where ν is the visosity of the �ow, valid for Fr = ∞. The dash-dotted lines orrespond to the instant hosen for the linear stability analysis :
Nt = 1 and Nt = 2. The ontinuous line on Figure (d) orrespond to thepredition of Sa�man [41℄.
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Fig. 3.4 � Evolution of (a) the aspet ratio a/b of the dipole, (b) the externalstrain rate Γ/2πb2 and () the Reynolds number ReΓ as funtion of timeresaled by the Brunt-Väisälä frequeny Nt for Fr = ∞ (⋄), 10 (◦), 5 (�)and 2 (△). The dash-dotted lines orrespond to the instant hosen for thelinear stability analysis : Nt = 1 and Nt = 2.



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 73three-dimensional instability of a horizontal pair of ounter-rotating vortiesof irulation Γ, radius a and separation distane b by freezing the base �owat partiular instant.3.3.1 2D base �owThe base state is obtained by the two-dimensional omputation presentedin Setion 3.2. In the following, the linear stability analysis in strati�ed �uidhas been performed for a dipole of initial aspet ratio a0/b0 = 0.2, for aninitial Reynolds number ReΓ0 = 2400 and Froude numbers based on theinitial parameters of the dipole Fr = 10, 5 and 2. The times hosen for thestability analysis are Nt = 1 and Nt = 2. The axial vortiity and densityperturbation of the base states hosen for the linear stability analysis areshown on Figure 3.1 and Figure 3.2. The base state is being frozen in theframe moving with the dipole. De�ning the advetion veloity of the dipole isnot unique sine di�erent parts (in partiular its wake) propagate at di�erentspeeds. Here, the advetion veloity is hosen as the veloity at the points ofmaximum vortiity at the enter of the vorties. The base state is symmetriwith respet to the axis x = 0 :
[uB, 0, wB, ρB](x, z) = [−uB, 0, wB, ρB](−x, z)
[0, ωBy, 0](x, z) = [0,−ωBy, 0](−x, z)

(3.8)where uB and wB are respetively the transverse and vertial veloities, ρBis the density perturbation and ωBy is the axial vortiity of the base state.3.3.2 Linearized equationsIn�nitesimal three-dimensional perturbations are superposed on this bi-dimensional base state. At leading order, they are solutions of the linearizedNavier-Stokes equations in the Boussinesq approximation :




∂u′

∂t
= −UB × ω

′ − u
′ × ΩB −∇.(p′ + u

′.UB) + ν∆u
′ − ρ′N2

ez

∇.u′ = 0
∂ρ′

∂t
= −UB.∇ρ′ − u

′.∇ρB + u′

z + νSc∆ρ′.

(3.9)where [u′, ω′, ρ′, p′](x, y, z, t) are the veloity, the vortiity, the density andthe pressure of the three-dimensional perturbation. As the base state is uni-form along the y axis, the perturbations an be deomposed into normalmodes :
[u′, ω′, ρ′, p′](x, y, z, t) = [ũ, ω̃, ρ̃, p̃](x, z, t) expikyy +c.c. (3.10)where ky is the axial wavenumber and .. denotes the omplex onjugate.



74 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é3.3.3 Numerial methodThe linearized Navier-Stokes equations (3.9) are integrated using thepseudo-spetral method in Cartesian oordinates with periodi boundaryonditions desribed in Delbende & al. [9℄. The veloity, vortiity, densityand pressure of the normal mode orresponding to the axial wavenumber kyare expressed in Fourier spae by appliation of the Fourier transform :
[ũ, ω̃, ρ̃, p̃](x, z, t) =

∫
[û, ω̂, ρ̂, p̂](kx, kz, t)e

i(kxx+kzz)dkxdkz (3.11)In spetral spae, the linear Navier-Stokes equations (3.9) beome :
{

∂û

∂t
= P(k)[ûB × ω + û × ωB − ρ̂N2

ez] − νk2
û

∂ρ̂

∂t
= −ik.ûBρ − û.∇ρB + ûz − νSck2ρ̂,

(3.12)where k = (kx, ky, kz) is the total wavevetor and P(k) is the projetionoperator on the spae of divergene-free �elds whih, in Fourier spae, may beexpressed as a tensor with omponents Pij = δij − kikj/k
2. Time integrationis being marhed with a seond-order Adams-Bashforth sheme whereas thedissipative terms νk2

û and νSck2ρ̂ are integrated exatly. The eigenmodesare omputed independently for eah axial wavenumber ky.3.3.4 Three-dimensional unstable modesSine the base state is symmetri versus x → −x (Equation 3.8), theeigenmodes an be deomposed in a symmetri (same symmetry as the basestate) :
[ũx, ũy, ũz, ρ̃](x, z) = [−ũx, ũy, ũz, ρ̃](−x, z)
[ω̃x, ω̃y, ω̃z](x, z) = [ω̃x,−ω̃y,−ω̃z](−x, z)

(3.13)and an antisymmetri family :
[ũx, ũy, ũz, ρ̃](x, z) = [ũx,−ũy,−ũz,−ρ̃](−x, z)
[ω̃x, ω̃y, ω̃z](x, z) = [−ω̃x, ω̃y, ω̃z](−x, z).

(3.14)Symmetri and antisymmetri eigenmodes were alulated separately, thesymmetries being imposed at eah timestep during the time evolution.Figures 3.5 and 3.6 show the real part of the growth rate σr either saled by
2πb2

0/Γ0, the initial strain imposed by one vortex on the other, as funtion ofthe axial wavenumber ky saled by the initial vortex ore radius a0 for Figures3.5(a)-() and 3.6(a)-(), or saled by 2πb2/Γ, the instantaneous strain impo-sed by one vortex on the other, as funtion of the axial wavenumber ky saled



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 75by the instantaneous vortex ore radius a for Figures 3.5(b)-(d) and 3.6(b)-(d) at two instants resaled by the Brunt-Väisälä frequeny Nt = 1 (Figures3.5(a)-(b) and 3.6(a)-(b)) and Nt = 2 (Figures 3.5()-(d) and 3.6()-(d)). Itdisplays several instability bands.Long-wavelength symmetri instabilityWe �rst onsider the symmetri unstable modes at small wavenumbers attime Nt = 2 displayed on Figure 3.6(). Between kya0 = 0 and kya0 = 0.6, itshows one band of instability for eah Froude number with maximum growthrates σr2πb2
0/Γ0 = 0.26 for Fr = 10, σr2πb2

0/Γ0 = 0.54 for Fr = 5 and
σr2πb2

0/Γ0 = 0.94 for Fr = 2 around kya0 = 0.3. The values of the growthrates saled by the initial strain σr2πb2
0/Γ0 inrease with inreasing strati-�ation. Figure 3.6(d) represents the growth rate as funtion of the axialwavenumber, both resaled by the instantaneous parameters of the dipole.The position of the maximum kya is shifted to smaller values with inreasingstrati�ation and orresponds to a maximum around kyb = 1, one resaledby the instantaneous value of the separation distane between the vorties, forthe three wavenumbers. The values of the growth rates ollapse reasonnablywell for the three Froude numbers, one resaled by the instantaneous valueof the strain. The wavelength of this symmetri instability sales on the sepa-ration distane between the vorties and the growth rate on the strain. Thisis in agreement with the predition for the Crow instability [8℄. Figure 3.7represents the axial vortiity (Figure 3.7(a)) and the density (Figure 3.7(b))of the perturbation at the maximum of the instability peak for Fr = 5 at

Nt = 2. This mode is similar to the Crow instability mode whih exists inthe homogeneous �uids. Superposed to the base �ow, it would indue a sym-metri displaement of the vorties with an angle of 45° with no deformationof its internal struture. The density perturbation is loated around the vor-ties and is due to the shifting of the strong total density gradient area ofthe base �ow by the axial vortiity perturbation.Short wavelength instabilityLet us �rst disuss the later time (Nt = 2) instantaneous instabilityproperties. Figure 3.5() displays one band of instability for eah Froudenumber between kya0 = 0.7 and kya0 = 1.93 with maximum growth rates
σr2πb2

0/Γ0 = 0.65 at kya0 = 1 for Fr = 10, σr2πb2
0/Γ0 = 1.25 at kya0 = 1.25for Fr = 5 and σr2πb2

0/Γ0 = 1.95 at kya0 = 1.36. Figure 3.6() is similarto Figure 3.5() but applies to symmetri modes for whih the peaks areslightly smaller. We observe that the values of the growth rates saled by the
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Fig. 3.5 � growth rates σr of antisymmetri modes as funtion of the axialwavenumber ky saled (a)-() by the initial values of the radius a0, the se-paration distane b0 and the irulation Γ0 of the vorties and (b)-(d) by theinstantaneous values of the radius a, the separation distane b and the iru-lation Γ at two instants (a)-(b) Nt = 1 and ()-(d) Nt = 2 for ReΓ0 = 2400and three Froude numbers Fr = 10 (◦), Fr = 5 (�) and Fr = 2 (△).
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Fig. 3.7 � Isovalues of the (a) axial vortiity ωy and (b) density ρ of theperturbation in the (x, z) plane at the maximum of the unstable peak kya = 0.6for ReΓ0 = 2400 and Fr = 5 at Nt = 2 for the symmetri mode. The heavyblak lines orrespond to the isoontours ωBy/ω
max
By = ±exp(−1). The size ofthe domain shown is 6b0×6b0 whereas the omputation domain is 12b0×12b0,where b0 is the initial separation distane between the vorties. The potentialenergy represents 67% of the total energy.initial value of the strain σr2πb2

0/Γ0 at the maximum of the instability bandsstrongly inrease with inreasing strati�ation whereas the kya0 loation ofthe maximum is slightly shifted to larger values.As observed in Setion 3.2.2, the radius a of the vorties and the strain
Γ/2πb2 evolve as a funtion of time, due to the presene of the strati�ation.The growth rates of unstable modes as funtion of the axial wavenumber,both resaled by the instantaneous parameters of the dipole are shown onFigures 3.5(d) and 3.6(d). One resaled by the instantaneous values thethree urves nearly ollapse with a maximum around kya = 2 and σr2πb2/Γabout 1, whih agree with the predition of the �rst resonane branh of theellipti instability (Tsai & Widnall [52℄, Le Dizès & Laporte [29℄ ...). The fatthat the instability seems to be weaker when the Reynolds number is largeris probably due to dissipation sine the larger the Froude number, the largerthe time to reah Nt = 2 and the stronger the derease in instantaneousReynolds number as shown on Figure 3.4(). The values of the maximumgrowth rates for Fr = 10 and Fr = 5 is ompensated for the visous dam-ping estimate aording to [11℄ to −αRe−1 with α a fator whih equals atthe �rst resonane of the ellipti instability. It gives a maximum value at thepeak (kya ≃ 2) of σr2πb2/Γ + αRe−1 = 0.88 instead of σr2πb2/Γ = 0.67 for
Fr = 10, σr2πb2/Γ + αRe−1 = 0.98 instead of σr2πb2/Γ = 0.79 for Fr = 5



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 79whih is in reasonable agreement with the value σr2πb2/Γ = 0.94 for Fr = 2.Figure 3.8() displays the axial vortiity of the perturbation at the maximumof the instability peak for Fr = 5 at Nt = 2 for the antisymmetri ase. Theaxial vortiity of the perturbation onsists of a dipole in the vortex ore anda lobe of opposite sign vortiity at his periphery. This mode orresponds tothe deformation of the vortex ore in opposite phase to the vortex peripheryharateristi of ellipti instability modes. Figure 3.8(d) shows the densityperturbation at the maximum of the instability peak for Fr = 5 at Nt = 2for the antisymmetri ase. There is no density perturbation inside the vor-tex ores where the density of the base �ow is uniform. It is loated at theperiphery of the vortex base �ow sine it is indued by shifting of the area ofstrong density gradient of the total density at the periphery of the vorties.At the shorter time Nt = 1, the results are similar to the ase Nt = 2 exeptthat the urves representing the growth rates of the instability peak as fun-tion of the axial wavenumber are loser for the three Froude numbers. Theaxial vortiity of the perturbation at Nt = 1 for Fr = 5 at the maximumof the peak displayed on Figure 3.8(a) is similar to the Nt = 2 ase exeptthat the size of the perturbation is smaller sine the radius of the vortiesgrows by visous di�usion between Nt = 1 and Nt = 2 and the perturbationloated on eah vortex ore are more searated sine, at that time, the vortiesare further.As observed by Nomura et al. [35℄ in their diret numerial simulations, forweak and moderate strati�ation, the instability mehanism is the elliptiinstability. The growth rates sale on the instantaneous value of the strain
Γ/2πb2 and the wavelengths sale on the instantaneous value the vortex ra-dius a, as predited by the ellipti theory. The growth rates saled by theinitial strain are larger with stronger strati�ation, whih orroborates theresults of Nomura et al.. The e�et of the strati�ation is to enhane thestrain by reduing the separation distane between the vorties of the base�ow. The most unstable modes are the antisymmetri modes and the dif-ferene between the growth rates of symmetri and antisymmetri mode islarger at Nt = 2 than at Nt = 1. This may be due to the inreasing seletionproess of the antisymmetri mode with inreasing a/b. Indeed, sine a growsand b dereases as funtion of time, the value of the aspet ratio of the dipole
a/b is larger at Nt = 2 than at Nt = 1 for the three Froude numbers.Osillatory instabilitiesAt the instant Nt = 2, the points between kya0 = 0.2 and kya0 = 0.5 onFigure 3.5() orrespond to an osillatory instability sine the growth rateshave an imaginary part (region labeled by ◦). The growth rates saled by
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Fig. 3.8 � Isovalues of the (a)-() axial vortiity ωy and (b)-(d) density ρ ofthe perturbation in the (x, z) plane at the maximum of the unstable peak at(a)-(b) kya = 2 at Nt = 1 and ()-(d) kya = 2.26 at Nt = 2 for ReΓ0 = 2400and Fr = 5 for the antisymmetri mode. The heavy blak lines orrespondto the isoontours ωBy/ω
max
By = ±exp(−1). The size of the domain shown is

6b0 × 6b0 whih is the size of the omputation domain, where b0 is the initialseparation distane between the vorties. The potential energy represents 10%of the total energy at Nt = 1 and 48% of the total energy at Nt = 2.



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 81the initial value of the strain inrease with inreasing strati�ation. This in-stability exists for the three Froude numbers onsidered. The three urvesorresponding to the growth rates as funtion of the axial wavenumbers bothresaled by the instantaneous value of the dipole parameters ollapse, mea-ning that the growth rate sales on the instantaneous value of the strain. Forthese values of the axial wavenumber, the e�et of the Reynolds number issmall. Figures 3.9(a) and 3.9() represent the axial vortiity of the pertur-bation at kya = 0.8 for Fr = 5. It onsists of a entral maximum inside theore of the vorties and two lobes of opposite sign vortiity at the periphery.This mode is harateristi of an ellipti instability involving Kelvin wavesof azimuthal wavenumbers m = 0 and |m| = 2.This osillatory instability also exists for the symmetri modes but atsmall wavenumbers is superseded by the Crow instability. On Figure 3.6(),the points between kya0 = 0.6 and kya0 = 1 orrespond to the real part ofthe growth rates and Figure 3.6(d) shows that the real part of the growthrate sales on the instantaneous value of the strain.3.4 Optimal perturbations in strati�ed �uidIn the ase of strong strati�ation, i.e. for small Froude numbers, the uns-teadiness of the �ow questions the validity of the quasi-steady approximationused in the previous Setion. In order to study the dynamis of this unsteady�ow, we explore here a di�erent approah valid even when base �ow andperturbations evolve on similar time sale. We ompute for eah instant t,the initial perturbation that will exhibit the largest gain in total energy bythe time t. A diret-adjoint tehnique (Luhini [32℄, Corbett & Bottaro [7℄)has been developped in order to ompute the optimal perturbations whiletaking into aount the evolution of the base �ow. This method requires theomputation of both the diret and the adjoint evolution operators obtainedby linearizing the Navier-Stokes equation around a time evolving base �ow.The salar produt used to onstrut the adjoint is :
[f ′|f ] =

∫ τ

0

∫ Lx

0

∫ Lz

0

f
′∗T

.fdxdzdt =

∫ τ

0

∫ Lx

0

∫ Lz

0

(u′∗T
.u+p′∗p+ρ′∗ρ)dxdzdt(3.15)where f

′ = (u′, p′, ρ′)T and f = (u, p, ρ)T are two omplex state vetors, thesupersripts ∗ and T denote the omplex onjugate and the transposition, thetotal energy being then given by :
E(t) =< Qf |Qf >=

∫ Lx

0

∫ Lz

0

(u∗T .u + N2ρ∗.ρ)dxdz (3.16)
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Fig. 3.9 � Isovalues of the (a)-() axial vortiity ωy and (b)-(d) density ρof the perturbation in the (x, z) plane at the maximum of the unstable peak(a)-(b) kya = 0.8 for the antisymmetri mode and ()-(d) kya = 1.4 for thesymmetri mode for ReΓ0 = 2400 and Fr = 5 at Nt = 2. The heavy blaklines orrespond to the isoontours ωBy/ω
max
By = ±exp(−1). The size of thedomain shown is 6b0 × 6b0 whereas the omputation domain is 12b0 × 12b0,where b0 is the initial separation distane between the vorties. The potentialenergy represents 43% of the total energy for the antisymmetri mode and

40% for the symmetri mode.
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where Q =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 N




.

3.4.1 Equations and numerial methodThe adjoint of the linearized Navier-Stokes equations, is dedued fromEquation 3.9 by using the Lagrange identity (Ine [21℄, Shmid & Henningson[44℄) and rewritten as :




∂u
+

∂t′
= ωB × u

+ −∇× (uB × u
+) −∇p+ + ν∆u

+ −∇ρB.ρ+ + ρ+
ez

∇.u+ = 0
∂ρ+

∂t′
= uB.∇ρ+ − N2uz + νSc∆ρ+ (3.17)where [u+, p+, ρ+](x, y, z, t) are the adjoint veloity, pressure and density per-turbations and t′ = −t. The optimal initial ondition and the optimal res-ponse at �nite times are omputed with a diret-adjoint tehnique adaptedfrom Corbett & Bottaro [7℄. The atual proedure is as follows : the two-dimensional Navier-Stokes (Equation 3.3) is �rst integrated till time t = τ ,starting from an initial state orresponding to the superposition of two ir-ular Lamb-Oseen vorties of initial aspet ratio a0/b0 = 0.2 as de�ned pre-viously. The veloity, vortiity and density �elds of the so obtained timedependent base �ow [uB, ωB,∇ρB] are saved in memory eah n∆t, with

n an integer number adjusted as a trade o� between memory requirementand preision : the larger n, the smaller the memory used for the storageof the base �ow evolution but the larger the impreision. The unsteadinessof the base �ow during the diret and adjoint integrations is then takeninto aount by reading the base �ow �elds [uB, ωB,∇ρB] saved in memoryeah n∆t. In order to improve auray, the base �ow �elds are ompu-ted, at eah ∆t, via a linear interpolation between n∆t and (n + 1)∆t. Thediret Equation 3.9 is integrated until time t = τ with, either divergene-free white noise, or an optimal initial ondition omputed previously for aslightly di�erent axial wavenumber, taken as initial ondition f(t = 0). Thebakward in time integration of the adjoint Equation 3.17 is next perfor-med by taking v
+(t′ = 0) = (Q+Q)f(t = τ) as an initial ondition, where

t′ = τ − t. The adjoint Equation 3.17 is integrated until t′ = τ . Then, theproedure is reiterated taking as initial ondition for the diret integration :
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f(t = 0) = (Q+Q)−1

v
+(t′ = τ). The energy gain at time t = τ is then :
G(τ) =

E(τ)

E(0)
=

< Qf(τ)|Qf(τ) >

< Qf(0)|Qf(0) >
. (3.18)The suessive diret and adjoint integrations are repeated until the onver-gene is obtained, i.e. variations of ln(G) are smaller than 10−3. This is usuallyarhieved in about 3 to 4 diret / adjoint forward and return journey. Theoptimal energy gains are omputed independently for eah symmetry. In thefollowing, we de�ne the optimal mean transient growth rate (OMTG) as :

σ = ln(G)/2t, (3.19)the kineti energy at time t as :
Ec(t) =

∫ Lx

0

∫ Lz

0

u
∗T .udxdz (3.20)and the potential energy as :

Ep(t) =

∫ Lx

0

∫ Lz

0

N2ρ∗.ρdxdz. (3.21)3.4.2 Unstrati�ed �ows (Fr = ∞)Figure 3.10 displays the optimal mean transient growth rate σ saled by
Γ0/2πb2

0, the initial strain imposed by one vortex on the other, for the an-tisymmetri (Figure 3.10(a)) and symmetri (Figure 3.10(b)) ases as fun-tion of the axial wavenumber ky saled by the initial vortex ore radius a0.The optimal has been omputed for two distint instants tΓ0/2πb2
0 = 4 and

tΓ0/2πb2
0 = 10, both times being larger than tΓ0/2πb2

0 ≃ 2.5, the transient ifthe dipole is assumed steady as determined by [11℄. For homogeneous �uid,the unsteadiness of the base �ow is due to visous di�usion that induesan inrease of the vortex ore radius a. The aspet ratio of the base �owhas evolved through visous di�usion from its initial value a0/b0 = 0.2 to
a/b = 0.29 at tΓ0/2πb2

0 = 4 and a/b = 0.37 at tΓ0/2πb2
0 = 10.Long-wavelength dynamisAt low wavenumbers, i.e. for wavenumbers kya0 roughly smaller than 0.6,it is striking that the mean transient growth rates are large for both sym-metries whereas, in the asymptoti stability analysis, antisymmetri modesare stable and only symmetri modes are unstable and orrespond to the
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Fig. 3.10 � Mean transient growth rate σ of the (a) antisymmetri and (b)symmetri unstable modes as funtion of the axial wavenumber ky saled bythe initial values of the radius a0, the separation distane b0 and the ir-ulation Γ0 of the vorties for Fr = ∞ at tΓ0/2πb2
0 = 4 (· �♦� ·,· ��� ·) and

tΓ0/2πb2
0 = 10 (�♦�,���). Dashed lines orrespond to the theoretial predi-tion of Crow for a pair of vortex �laments for an invisid and homogeneous�uid. Continuous line orresponds to the invisid theory of Le Dizès & La-porte [29℄ for a pair of Lamb-Oseen vorties of aspet ratio a/b = 0.2 in anhomogeneous �uid with a visous damping [11℄ omputed for ReΓ = 2400.



86 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�élong-wavelength Crow instability. Figures 3.11, 3.12, 3.13 and 3.14 displaythe optimal initial perturbations and optimal responses at the maximum ofthe symmetri peak kya0 = 0.2 at tΓ0/2πb2
0 = 4 and tΓ0/2πb2

0 = 10 for bothsymmetries.Symmetri perturbationsFor the symmetri ase, the axial vortiity of the optimal response (Fi-gures 3.11() and 3.12()) onsists of a dipole loated on the base �ow vor-ties. Superposed on the base �ow, it would indue a symmetri displaementof the vorties along lines inlined at an angle of 45° with no deformationof the internal struture of the vorties. This optimal response is thereforesimilar to the eigenmode of the Crow instability. As the vortex ore size hasinreased between tΓ0/2πb2
0 = 4 and tΓ0/2πb2

0 = 10, the size of the regionwhere the vortiity of the optimal response is not small, has inreased from
tΓ0/2πb2

0 = 4 to tΓ0/2πb2
0 = 10. The optimal initial perturbation is loalizedon the ontrating manifold of the lower stagnation point at both instants,i.e. in between the two vorties (Figures 3.11(a)-(b) and 3.12(a)-(b)). Thepredited growth rate of Crow instability for a pair of vortex �laments for aninvisid and unstrati�ed �ow is plotted with dashed lines on Figure 3.10(b)and is in good agreement with the optimal mean transient growth rate om-puted at both instants. It predits a maximum growth rate at kya0 = 0.19,orresponding to kyb0 = 1.05. Between tΓ0/2πb2

0 = 4 and tΓ0/2πb2
0 = 10, themean transient gain has dereased by 38%.Antisymmetri perturbationsFor the antisymmetri ase, the axial vortiity of the optimal response(Figures 3.13() and 3.14()) orresponds to an antisymmetri displaementof the vorties with no deformation of the vortex ores. In ontrast with thesymmetri ase, the enstrophy of the optimal response (Figure 3.13(d) and3.14(d)) is strong not only in the vortex ores but also in the wake of thevorties, orresponding to the formation of vertial vorties in the lee of thedipole. At tΓ0/2πb2

0 = 10, the ontribution of the wake of the vorties is do-minant. The optimal initial perturbations (Figures 3.13(b) and 3.13(b)) areloalized on the ontrating manifold of the upper stagnation point and doesnot vary muh between the two instants.Short wave dynamisAt large wavenumbers, i.e. for kya0 > 0.6, we observe on Figure 3.10 a wellseparated band of large mean transient growth rate for both symmetries andboth instants studied. The bands present a well de�ned maximum slightly
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Fig. 3.11 � (a)-(b) Optimal initial perturbations and ()-(d) opti-mal responses for Fr = ∞ at kya0 = 0.2 for the symmetri aseat tΓ0/2πb2
0 = 4 - Isovalues of the (a)-() axial vortiity of the (a) optimalinitial perturbation ω0

y and the () optimal response ωf
y at the time horizon

tΓ0/2πb2
0 = 4 and (b)-(d) enstrophy f the (b) optimal initial perturbation

ω0
y and the (d) optimal response ωf

y at the time horizon tΓ0/2πb2
0 = 4 inthe (x, z) plane normed by the square root of the total energy of the opti-mal initial perturbation. The heavy blak lines orrespond to the isoontours

ωBy/ω
max
By = ±exp(−1). The size of the domain shown is 6b0 × 6b0 whereasthe omputation domain is 12b0 × 12b0, where b0 is the initial separation dis-tane between the vorties. The z axis of the initial perturbation is di�erentfrom the optimal response one sine the base �ow has propagated downwardsbetween tΓ0/2πb2

0 = 0 and tΓ0/2πb2
0 = 4.shifted to smaller values when the time horizon is larger. For both symme-tries, the position of the maximum of the peaks kya0 = 1.6 at tΓ0/2πb2

0 = 4is shifted to the smaller value kya0 = 1.4 at larger time tΓ0/2πb2
0 = 10. Thebands are narrower when time horizon is larger, i.e. from tΓ0/2πb2

0 = 10 to
tΓ0/2πb2

0 = 4. This narrowing with time suggests that, if visous dampingwere negleted, the strong seletivity of the ellipti mode appears progressi-
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Fig. 3.12 � (a)-(b) Optimal initial perturbations and ()-(d) opti-mal responses for Fr = ∞ at kya0 = 0.2 for the symmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 10 - Same legend as Figure 3.11 but for tΓ0/2πb2
0 = 10.vely when the time horizon is slided to in�nity. The mean transient growthrates of the antisymmetri ase are larger than the symmetri ones at bothinstants with a di�erene of 19% at tΓ0/2πb2

0 = 4 and of 15% at tΓ0/2πb2
0 = 10at the maximum of the bands.Figures 3.15, 3.17, 3.16 and 3.18 display the optimal initial perturba-tions and optimal responses near the maximum of the peaks kya0 = 1.2 at

tΓ0/2πb2
0 = 4 and tΓ0/2πb2

0 = 10 for both symmetries. At the two instantsand for both symmetries, the optimal response is loated inside the ore ofthe vorties with intense enstrophy perturbations in the inner part of theore (Figures 3.15(d), 3.17(d), 3.16(d) and 3.18(d)). The axial vortiity ofthe optimal response (Figures 3.15(), 3.17(), 3.16() and 3.18()) onsistsof a dipole neasted inside the ore and a dipole at the periphery of eah base�ow vortex. Superposed to the base �ow, this optimal response would induea displaement of the inner and outer parts of the ore in opposite dire-tions. The optimal response (Figures 3.15(), 3.17(), 3.16() and 3.18())inside eah vortex ore is similar to the eigenmode of the �rst ellipti insta-
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Fig. 3.13 � (a)-(b) Optimal initial perturbations and ()-(d) optimalresponses for Fr = ∞ at kya0 = 0.2 for the antisymmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 4 - Same legend as Figure 3.11bility resonane also disussed on Figure 3.8(a). However, at tΓ0/2πb2
0 = 4,we observe large enstrophy perturbations on the strething manifold of theupper stagnation point for the antisymmetri ase (Figure 3.15(d)) and onthe strething manifold of the lower stagnation point for the symmetri ase(Figure 3.17(d)), whereas at tΓ0/2πb2

0 = 10 the enstrophy of the optimalresponse is loalized only in the vortex ores (Figures 3.16(d) and 3.18(d)).These perturbations at the early time tΓ0/2πb2
0 = 4 orrespond to weakvertial vorties in the lee of the dipole in the antisymmetri ase and tostronger spanwise vorties in front of the dipole for symmetri perturbations.At tΓ0/2πb2

0 = 10, the size of the optimal response (Figure 3.16()) is largerthan at tΓ0/2πb2
0 = 4 but omparison with the bold line showing the atualsize of the vorties ores at eah instant shows that the �nal perturbation(the optimal response) is adjusted to the vortex ore size at that instant,ore whih has grown by visous di�usion. For the antisymmetri ase, theouter parts of the axial vortiity of the optimal response (Figure 3.16())loated between the two vorties have merged sine, at that time, the base
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Fig. 3.14 � (a)-(b) Optimal initial perturbations and ()-(d) optimalresponses for Fr = ∞ at kya0 = 0.2 for the antisymmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 10 - Same legend as Figure 3.11 but for tΓ0/2πb2
0 = 10.�ow vorties are in ontat (see the bold lines).The optimal initial perturbations ((a) and (b) of Figures 3.15, 3.17, 3.16 and3.18) are similar at both instants but di�er for eah symmetry. For the anti-symmetri ase ((a) and (b) of Figures 3.15 and 3.16), the enstrophy is intenseon both upper and lower stagnation points, whereas for the symmetri ase((a) and (b) of Figures 3.17 and 3.18) it is intense only on the lower stagna-tion point when omparing Figures 3.15 and 3.16 to Figures 3.13 and 3.14,it is striking to note that initial perturbation shape is nearly independent ofoptimal.The invisid theoretial predition for the ellipti instability of Le Dizès & La-porte [29℄ for a pair of frozen Lamb-Oseen vorties of aspet ratio a/b = 0.2 inan homogeneous �uid with a visous damping [11℄ omputed for ReΓ = 2400is plotted on Figure 3.10 with ontinuous lines. The maximum of the uns-table band predited by the theory is at the wavenumber kya = 2.26. Thisvalue is larger than the position kya0 of the maximum of the bands ompu-ted at tΓ0/2πb2

0 = 4, whih is shifted to a shorter value at the larger time
tΓ0/2πb2

0 = 10 sine the radius of the vorties is larger due to visous di�u-



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 91sion. Both the vortiity distribution of the optimal response and the variationwith the wavenumber ky indiate that the growth rate of the perturbationis led by the ellipti instability. A part of the energy gain is due to the re-eptivity whih does not vary between the two times horizon t onsideredsine optimal initial perturbation are independent of time. The other partof the gain is due the unsteadiness of the �ow, whih seems to favors theantisymmetri mode, whih has a 15% larger growth rate than the symme-tri mode. The present result, that relies on no approximation, on�rms theanalysis of Sipp & Jaquin [47℄ who, assuming that the perturbation adjustsimmediately to the instantaneous leading eigenmode, has demonstrated thatthe antisymmetri mode should dominate. The present study not only reo-vers that result but also validates the shape assumption sine the optimalresponse is at eah instant lose to the ellipti eigenmode.
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Fig. 3.15 � (a)-(b) Optimal initial perturbations and ()-(d) optimalresponses for Fr = ∞ at kya0 = 1.2 for the antisymmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 4 - Same legend as Figure 3.11.
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Fig. 3.16 � Optimal initial perturbations (a)-(b) and optimal res-ponses ()-(d) for Fr = ∞ at kya0 = 1.2 for the antisymmetri aseat tΓ0/2πb2
0 = 10 - Same legend as Figure 3.11 but for tΓ0/2πb2

0 = 10.3.4.3 Strati�ed �ows (Fr=10, 5, 2 and 1)In this Setion, the unsteadiness of the base �ow is due, on top of thevisous di�usion, to the presene of the strati�ation. Figure 3.19 displaysthe optimal mean transient growth rates σ saled by Γ0/2πb2
0, the initialstrain imposed by one vortex on the other, for the antisymmetri (Figures3.19(a)-()) and symmetri (Figures 3.19(b)-(d)) ases as funtion of the axialwavenumber ky saled by the initial vortex ore radius a0 at two instants

tΓ0/2πb2
0 = 4 (Figures 3.19(a)-(b)) and tΓ0/2πb2

0 = 10 (Figures 3.19()-(d))for ReΓ0 = 2400 and for �ve Froude numbers Fr = ∞, 10, 5, 2 and 1. For
Fr = 1, the optimal perturbations have been omputed only at tΓ0/2πb2

0 = 4sine, at the time tΓ0/2πb2
0 = 10, the base �ow primary vorties have beenompletely detrained. To ompare with the linear stability analysis Setion3.3, it should be noted that Nt equals 0.4 and 1 for Fr = 10, 0.8 and 2 for

Fr = 5 and 2 and 5 for Fr = 2 (these values are olleted in Table 3.1).Up to tΓ0/2πb2
0 = 10, it is striking that the transient gain is very similarfor all the Froude numbers onsidered exept for Fr = 1, for whih the
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Fig. 3.17 � Optimal initial perturbations (a)-(b) and optimal res-ponses ()-(d) for Fr = ∞ at kya0 = 1.2 for the symmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 4 - Same legend as Figure 3.11.vorties have ollapsed by that time, suggesting that strati�ation does nota�et the instability mehanism down to Fr = 2. The e�et of the densityperturbations in the dynamis may be evaluated by omparing the respetiveontribution of the potential and kineti energy into the optimal perturbationand the optimal response at di�erent instants. Suh data are olleted forseleted wavenumbers in Tables 3.4, 3.5, 3.2 and 3.3.In all the ases, exept for Froude number equal to 1 at tΓ0/2πb2
0 = 4 (whihorresponds to Nt = 4, see Tables 3.4 and 3.2) and for Froude number equalto 2 at tΓ0/2πb2

0 = 10 (whih orresponds to Nt = 5, see Tables 3.5 and3.3) the potential energy of the initial perturbation is less than 0.5�. Evenat this late time for Fr = 2 the initial potential energy never exeeds afew perent of the total energy. The e�et of the initial density perturbationis therefore marginal and an be safely ignored for all time studied and allFroude number exept Fr = 1. For Froude number equal to 1, the potentialenergy in the initial perturbation represents usually 5% of the total energyand raises only to 11% for symmetri mode at small wavenumber. Even
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Fig. 3.18 � Optimal initial perturbations (a)-(b) and optimal res-ponses ()-(d) for Fr = ∞ at kya0 = 1.2 for the symmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 10 - Same legend as Figure 3.11 but for tΓ0/2πb2
0 = 10.for Fr = 1, the optimal initial perturbation is led by inertial e�ets andnot by gravity e�ets. Therefore, initial density perturbation will not bepresented here even for Fr = 1. The potential energy of the optimal responseis negligible for Fr > 2 at time horizon tΓ0/2πb2

0 = 4 (Tables 3.4 and 3.2) and
Fr > 5 at time horizon tΓ0/2πb2

0 = 10 (Tables 3.5 and 3.3). But it annot benegleted for Fr = 2 or Fr = 1 at tΓ0/2πb2
0 = 4 and for Fr = 5 and Fr = 2at tΓ0/2πb2

0 = 10 for whih it represents between 30% and 50% of the energyof the optimal response. This result based on potential energy ontributionis oherent with the fat that mean growth rate urves (Figure 3.19) at timehorizon tΓ0/2πb2
0 = 4, does not vary with the strati�ation for Fr = 10 and

Fr = 5 and for time horizon tΓ0/2πb2
0 = 10 for Fr = 10 only. It also agreeswith the observation that the vortiity distribution of the optimal initialperturbation and optimal response in the strati�ed ase for Froude numbers

Fr = 10 and 5 at tΓ0/2πb2
0 = 4 and Fr = 10 at tΓ0/2πb2

0 = 10 are identialto the unstrati�ed ase and will not be reprodued here to save spae. Forthese ases, the previous disussion with, in partiular, analysis of the short
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Fig. 3.19 � Mean transient growth rates σ for the (a)-() antisymmetri and(b)-(d) symmetri ases as funtion of the axial wavenumber ky saled by theinitial values of the radius a0, the separation distane b0 and the irulation Γ0of the vorties at two instants (a)-(b) tΓ0/2πb2
0 = 4 and ()-(d) tΓ0/2πb2

0 = 10for ReΓ0 = 2400 and for Fr = ∞ (♦ ,�), Fr = 10 (◦, •), Fr = 5 (�,�),
Fr = 2 (△, N) and Fr = 1 (▽, H).
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P

P
P

P
P

P
P

P
P

tΓ0/2πb2
0

Fr 1 2 5 104 4 2 0.8 0.410 10 5 2 1Tab. 3.1 � Values of Nt for eah Froude number at tΓ0/2πb2
0 = 4 and

tΓ0/2πb2
0 = 10. ANTISYMMETRICFr 10 5 2 1

E0
c 1 1 0.997 0.964

E0
p 1.365 × 10−6 7.250 × 10−5 3.086 × 10−3 3.624 × 10−2

Ef 1.256 × 102 1.551 × 102 1.261 × 103 2.673 × 105

Ef
c 1.228 × 102 1.445 × 102 1.106 × 103 2.169 × 105

Ef
p 2.727 10.60 1.551 × 102 5.040 × 104SYMMETRICFr 10 5 2 1

E0
c 1 1 0.994 0.886

E0
p 4.429 × 10−7 2.765 × 10−5 5.475 × 103 0.114

Ef 3.947 × 103 4.112 × 103 5.680 × 103 1.016 × 104

Ef
c 3.913 × 103 3.974 × 103 4.715 × 103 7.450 × 103

Ef
p 33.95 1.383 × 102 9.648 × 102 2.713 × 103Tab. 3.2 � Energy normed by the initial total energy at tΓ0/2πb2

0 = 4at kya = 0.2.and long wave dynamis holds and we will show in the following how densitye�et will modify it. Table 3.1 reports the value of Nt orresponding to eahase studied.For the two instants for whih optimal perturbations have been omputed,the above disussion shows that potential energy beomes signi�ant in theoptimal response as soon as Nt is equal to 2, a feature that an be antiipatedfrom the linear stability analysis for whih instantaneous eigenmode involvesboth density and inertial e�ets when Nt is equal to 2. As for the unstrati�edase, we observe on Figure 3.19 two peaks for symmetri modes : one at smallwavenumbers and one at wavenumbers of the order of the inverse of the vortexore size, and a single peak at large wavenumber for the antisymmetri ase.
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E0

c 1 1 0.994
E0

p 3.29 × 10−6 1.524 × 10−4 6.080 × 10−3

Ef 1.486 × 102 7.719 × 102 2.173 × 107

Ef
c 1.073 × 102 5.270 × 102 1.117 × 107

Ef
p 0.413 × 102 2.449 × 102 1.056 × 107SYMMETRICFr 10 5 2

E0
c 1 1 0.995

E0
p 5.146 × 10−7 2.970 × 10−5 5.311 × 10−3

Ef 1.663 × 106 4.389 × 106 6.222 × 105

Ef
c 1.414 × 106 2.189 × 106 2.778 × 105

Ef
p 2.490 × 105 2.200 × 106 3.444 × 105Tab. 3.3 � Energy normed by the initial total energy at tΓ0/2πb2

0 = 10at kya = 0.2.Long-wavelength dynamisAt low wavenumbers, as for the unstrati�ed �ow, the transient gains arelarge for both symmetries . For the symmetri ase, the optimal transientgrowth rate presents a peak around kya0 = 0.2 for the Froude numbers lar-ger than or equal to 2 at tΓ0/2πb2
0 = 4 and equal to 5 at tΓ0/2πb2

0 = 10. Thispeak is of similar height for all Froude numbers.Figure 3.20 displays the optimal perturbations at tΓ0/2πb2
0 = 4 for the sym-metri ase at the maximum of the band kya0 = 0.2 for the two Froude num-bers Fr = 2 and Fr = 1. For Fr = 2, for whih the mean transient growthrates are nearly equal to the unstrati�ed �ow ones, the enstrophy and theaxial vortiity of optimal initial and �nal perturbations are very similar tothe unstrati�ed �ow. The axial vortiity of the optimal response onsists of adipole on eah vortex whih orresponds to a symmetri displaement of thevorties as a whole. These dipoles are loser for Fr = 2 when ompared to

Fr = ∞ sine the stronger strati�ation is the faster the vorties move losertogether and the enstrophy of the optimal initial perturbations is intense inthe middle of the vorties. The e�et of the strati�ation is moderate sine,for Fr = 2, the potential energy is less than 17% of the total energy as shownon Table 3.2. For Fr = 1, the symmetri initial and �nal perturbations at
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E0

c 1 1 0.999 0.938
E0

p 3.702 × 10−7 2.743 × 10−5 1.068 × 10−3 6.179 × 10−2

Ef 4.166 × 103 3.377 × 103 6.805 × 104 4.238 × 107

Ef
c 4.152 × 103 3.350 × 103 6.019 × 104 3.663 × 107

Ef
p 13.30 26.53 7.854 × 103 5.743 × 106SYMMETRICFr 10 5 2 1

E0
c 1 1 0.997 0.954

E0
p 6.759 × 10−7 4.463 × 10−5 3.115 × 10−3 4.597 × 10−2

Ef 1.178 × 103 1.257 × 103 1.185 × 104 2.010 × 106

Ef
c 1.124 × 103 9.835 × 102 8.469 × 103 1.663 × 106

Ef
p 53.62 2.740 × 102 3.377 × 103 3.478 × 105Tab. 3.4 � Energy normed by the initial total energy at tΓ0/2πb2

0 = 4at kya = 1.6. ANTISYMMETRICFr 10 5 2
E0

c 1 1 0.999
E0

p 4.031 × 10−7 2.631 × 10−5 1.074 × 10−3

Ef 5.281 × 107 4.158 × 109 3.408 × 1011

Ef
c 4.358 × 107 2.036 × 109 2.006 × 1011

Ef
p 9.228 × 106 2.122 × 109 1.402 × 1011SYMMETRICFr 10 5 2

E0
c 1 1 0.993

E0
p 7.331 × 10−7 5.536 × 10−5 6.550 × 10−3

Ef 2.792 × 106 4.972 × 107 3.350 × 107

Ef
c 2.322 × 106 1.739 × 107 1.596 × 107

Ef
p 4.700 × 105 3.233 × 107 1.754 × 107Tab. 3.5 � Energy normed by the initial total energy at tΓ0/2πb2

0 = 10at kya = 1.6.
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tΓ0/2πb2

0 = 4 are very di�erent from larger Froude numbers sine for Fr = 1the base �ow dipole is strongly deformed from the start. Still initial optimalperturbations are mainly inertial and the mean growth rate is very similarto the unstrati�ed ase despite the muh more omplex optimal responsestruture. The piture is radially di�erent for the antisymmetri mode forwhih the mean growth rate strongly inreases with dereasing Froude num-ber. For Fr = 2, the mean growth rate of the antisymmetri mode equalsthe symmetri mode orresponding to the Crow instability and for Fr = 1,it supersedes the symmetri mode growth rate by 50% with a �nal optimalresponse dominated by kineti energy. Figure 3.22(g) shows the optimal res-ponse vortiity distribution with a omplex struture not easily interpreted.At farther time horizon tΓ0/2πb2
0 = 10 the features are similar but now theantisymmetri optimal mean growth rate beomes larger than the symme-tri mode one for Fr = 2. In the response, both for Fr = 5 and Fr = 2the potential energy is now as important as the kineti energy. For the sym-metri mode, the initial perturbation merely varies with the Froude number,showing that the initial development of the perturbation involves the Crowinstability even though the shape of the �nal response di�ers strongly bet-ween Fr = 5, whih strongly resembles the Crow mode with perturbationorresponding to a symmetri displaement of the vorties, and Fr = 2, witha �nal perturbation strongly elongated sine the base �ow vorties have beensteered by buoyany e�ets. Antisymmetri perturbations are more omplexwith an initial optimal perturbation for Fr = 10 lose to the unstrati�ed onewhen Fr = 5 whih indues an optimal response orresponding to a zigzagingof the dipole with a strong ontribution of the wake. For Fr = 2, the pitureis di�erent with a omplex initial perturbation and a �nal response entirelyonentrated in the wake orresponding to a periodi sinuous deformation(Figure 3.23(g)).Short wavelength dynamisBoth the antisymmetri and symmetri optimal mean transient growthrate urves present an extremum respetively around kya0 = 1.6 and kya0 =

1.4 for all Froude numbers and all time horizons. Contrary to the long wa-velength mode, the antisymmetri perturbation keeps having the leadinggrowth rate for all the Froude numbers and all the times. At time horizons
tΓ0/2πb2

0 = 4 and 10, the mean growth rate of antisymmetri perturbationsdoubles when going from Fr = ∞ to Fr = 1 whereas the symmetri modemean growth rate inreases muh more moderately. As Froude number de-reases, the optimal initial perturbation evolves and its maximum enstrophymigrates from the upper ontrating manifold to the symmetry axis per-
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Fig. 3.20 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 0.2 for the symmetri ase at tΓ0/2πb2
0 = 4- Isovalues of the (a)-()-(e)-(g) axial vortiity of the (a)-(e) optimal initial pertur-bations ω0

y and the ()-(g) optimal responses ωf
y at the time horizon tΓ0/2πb2

0 = 4and (b)-(d)-(f)-(h) enstrophy (b)-(f) optimal initial perturbation |ω0| and the ()-(g) optimal response |ωf | at the time horizon tΓ0/2πb2
0 = 4 in the (x, z) planenormed by the total energy of the optimal initial perturbation for (a)-(b)-()-(d)

Fr = 2 and (e)-(f)-(g)-(h) Fr = 1. The heavy blak lines orrespond to the isoon-tours ωBy/ω
max
By = ±exp(−1). The size of the domain shown is 6b0 × 6b0 whereasthe omputation domain is 12b0 × 12b0. The z axis of the initial perturbation isdi�erent from the optimal response one.
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Fig. 3.21 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 0.2 for the symmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 10 - Same legend as Figure 3.20 but for tΓ0/2πb2
0 = 10 and

Fr = 5 and 2.
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Fig. 3.22 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 0.2 for the antisymmetri aseat tΓ0/2πb2
0 = 4 - Same legend as Figure 3.20.
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Fig. 3.23 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 0.2 for the antisymmetri aseat tΓ0/2πb2
0 = 10 - Same legend as Figure 3.20 but for tΓ0/2πb2

0 = 10 and
Fr = 5 and 2 exept that the size domain shown is 10b0 × 10b0 for Figures(a)-(b)-()-(d).



104 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�éturbation for antisymmetri mode (Figures 3.25(b) and (f)). Amazingly,symmetri perturbation follows exatly the opposite trend with a maximummigrating from the symmetri axis towards the upper ontrating manifold(Figures 3.26(b) and (f)). In both ases, the response intensi�es in the lee ofthe dipole. At the same time, the perturbation in eah vortex ore orres-ponds to the ellipti mode with the harateristi out of phase deformationbetween the vortex inner ore and periphery. The inrease of the mean growthrate with the Froude number is oherent with the linear stability analysis.The optimal response on the ontrary shows the partiular dynamis of thewake of the dipole that is not aptured by the linear stability analysis butmight explain the observation of Nomura et al. [35℄ of appearene of vertialvorties when Froude numbers was equal to 2. As for the long wavelengthdynamis disussed above, if density perturbations are negligible at time ho-rizon tΓ0/2πb2
0 = 4, equipartition is arhieved both for Fr = 2 and 5 at timehorizon tΓ0/2πb2

0 = 10 but for Fr = 5 the vortiity of the optimal responseis still reminisent of the ellipti mode, suggesting that density perturbationsrespond to the inertial dynamis with little retroation.
3.5 ConlusionThe e�ets of the strati�ation on the two- and three- dimensionnal dyna-mis of a Lamb-Oseen vortex pair has been investigated. The Froude numbersonsidered range from ∞ to 1.The two-dimensionnal evolution of the �ow is a�eted by the presene of thestrati�ation, as shown by Garten et al. [16℄. Here, a quantitative study ofthis �ow has been performed. We observe that, due to the presene of thestrati�ation the dipole parameters evolve as funtion of time and sale onthe inverse of the Brunt-Väisälä frequeny. This evolution implies the evo-lution of the dipole aspet ratio a/b, the external strain rate Γ/2πb2 andthe Reynolds number ReΓ as funtion of time. For weak strati�ations, thestrain is not signi�antly altered by the presene of the strati�ation whereasit grows strongly for moderate to intense strati�ations.For weak levels of strati�ations, linear stability analysis, relying on a quasi-steady hypothesis, shows that Crow and ellipti instabilities are almost unaf-feted. The wavelength and the growthrates of these instabilities sale on theinstantaneous parameters of the dipole.For moderate to strong levels of strati�ations, alulation of optimal per-turbations shows that dynamis is mainly inertial at intermediate times. Thee�et of the buoyany fore is to alter the two-dimensionnal dynamis byreduing the separation distane between the vortie and thus to deformand bring loser the perturbations loated on eah vortex ore. However, atlarger times and for stronger strati�ations, all the dynamis, driven by den-sity e�ets, is onentrated in the wake of the dipole and not in the vortexores, in the ase of the short-wavelength instability. These results agreeswith Nomura et al. [35℄ who observed in their diret numerial simulationsno signi�ant alteration of the instabilities in the linear phase in the ase ofstrong strati�ations.



Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�é 105A. Validation of the diret-adjoint tehnique whihtakes into aount the evolution of the base �owThe ode whih omputes the optimal perturbations in strati�ed �owsby a diret-adjoint tehnique whih takes into aount the evolution of thebase �ow was adapted from the diret-adjoint tehnique developped for theunstrati�ed �uids with frozen base �ow [11℄ by adding the density in thediret and adjoint equations and saving the base �ow �elds eah n∆t asalready explained in Setion 3.4. In order to validate our method, the resultsof the new ode for an unstrati�ed �ow have been ompared to the formerone. For the former ode, the aspet ratio of the dipole of the base �ow was
a/b = 0.2. Therefore, the optimal perturbations were omputed for a dipoleof initial aspet ratio a0/b0 = 0.2 for a Reynolds number ReΓ0 = 2000 andfor Fr = ∞ at tΓ0/2πb2

0 = 1. Between tΓ0/2πb2
0 = 0 and tΓ0/2πb2

0 = 1,the radius of the vorties has grown by 2% through visous di�usion but theseparation distane between the vorties and the irulation of the vortieshas remained onstant. The optimal perturbations at tΓ/2πb2 = 1 on a dipoleof aspet ratio a/b = 0.2 omputed with the former ode for ReΓ0 = 2000and for an homogeneous �uid, orresponding to the ase 1 of Table 3.6,have been �rst ompared to the optimal perturbations omputed with thenew ode whih takes into aount the evolution of the base �ow but theinitial state, onsisting in the ellipti ounter-rotating vorties of aspet ratio
a/b = 0.2 in the referene frame of the dipole, was read at t = 0 and �xedduring the forward and bakward integrations, orresponding to the ase 2of Table 3.6. The enstrophy of optimal initial perturbations (Figures 3.28(a)and 3.28()) and optimal responses (Figures 3.28(b) and 3.28(d)) are similarand the mean transient growth rates (ases 1 and 2 of Table 3.6) are equal.The ase 1 of Table 3.6 has then be ompared to the optimal perturbationsomputed with the new ode whih takes into aount the evolution of thebase �ow with initial state onsisting of two irular Lamb-Oseen vorties ofinitial aspet ratio a0/b0 = 0.2, whih is read every 10∆t and omputed every
∆t via a linear interpolation as mentioned in Setion 3.4.1, this orrespondsto the ase 3 of Table 3.6. The mean growthrate (ase 3 of Table 3.6) is 2%lower than the ase 1, whih is in agreement with the growth of the radiusof the vorties throught visous di�uson : the position of the maximum isshifted to a shorter value and, onsequently, the growthrate is smaller at
kya0 = 2.26 sine it is not the maximum of the peak anymore. The hoie ofthe value of n is a ompromise between memory requirement and preision :the larger the n, the smaller the memory use for the storage of the base�ow evolution but the larger the impreision. Therefore, the auray of the



106 Instabilités 3D et perturbations optimales des tourbillons de sillage enmilieu strati�éomputations has been tested for several values of n : the same omputationas the ase 3 is performed with the base �ow read every 40∆t (ase 4 ofTable 3.6), 100∆t (ase 5 of Table 3.6) and 200∆t (ase 6 of Table 3.6). Theoptimal perturbations orresponding to the ase 4 of Table 3.6 are displayedon Figures 3.28(e) and 3.28(f). The spatial distribution of the enstrophyof optimal initial perturbation and optimal response is similar to the ase1 (Figures 3.28(a) and 3.28(b)) exept that the optimal response is at alower height sine the base �ow vorties have propagated downwards between
tΓ0/2πb2

0 = 0 and tΓ0/2πb2
0 = 1. The growth rate of the ase 4 is equal to thease 3 one whereas it is lower by 0.5% for the ase 5 and by 1% for the ase6. The value of n has been hosen equal to 40 for tΓ0/2πb2

0 = 4 and to 100for tΓ0/2πb2
0 = 10 whih provides the best auray onsidering the greateruse of memory. ase 1 2 3 4 5 6

n 0 0 10 40 100 200
σ2πb2

0/Γ0 1.80 1.80 1.76 1.76 1.75 1.74Tab. 3.6 �Validation - Computational auray of the growth rate σ2πb2
0/Γ0for the antisymmetri ase at kya = 2.26 for ReΓ = 2000 and Fr = ∞. Thebold ases orrespond to the values of n hosen for the omputation of optimalperturbations of Setion 3.4.
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Fig. 3.24 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 1.6 for the antisymmetri aseat tΓ0/2πb2
0 = 4. - Same legend as Figure 3.20.
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Fig. 3.25 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 1.4 for the antisymmetri aseat tΓ0/2πb2
0 = 10. - Same legend as Figure 3.20 but for tΓ0/2πb2

0 = 10 and
Fr = 5 and 2.
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Fig. 3.26 � (a)-(b)-(e)-(f) Optimal initial perturbations and ()-(d)-(g)-(h) optimal responses at kya = 1.6 for the symmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 4. - Same legend as Figure 3.20.
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Fig. 3.27 � Optimal initial perturbations (a)-(b)-(e)-(f) and optimalresponses ()-(d)-(g)-(h) at kya = 1.4 for the symmetri ase at
tΓ0/2πb2

0 = 10. - Same legend as Figure 3.20 but for tΓ0/2πb2
0 = 10 and

Fr = 5 and 2.
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Fig. 3.28 � Validation - Enstrophy of (a)-()-(e) the optimal perturbationand (b)-(d)-(f) the optimal response of the antisymmetri ase at the maxi-mum of the ellipti instability band kya = 2.26 for ReΓ = 2000 and Fr = ∞at t = 1. (a) Former ode (Donnadieu et al. [11℄) whih doesn't take into a-ount the evolution of the base �ow. - (b) New ode whih takes into aountthe evolution of the base �ow but the initial state, onsisting in the elliptiounter-rotating vorties of aspet ratio a/b = 0.2 in the referene frame ofthe dipole, is read at t = 0 and �xed during the forward and bakward integra-tions. - () New ode whih takes into aount the evolution of the base �ow,whih is read every 40∆t. The size of the domain shown is 3b × 3b whereasthe omputation domain is 3b×3b for (a)-(b) and 6b×6b for ()-(d)-(e)-(f).



Chapitre 4ExpérienesCe hapitre présente des résultats expérimentaux obtenus en partie aveJulien Labaune durant son stage de 2è année de Magistère de Physique del'ENS Lyon. L'objetif de ette étude expérimentale était d'observer l'in-�uene de la strati�ation vertiale sur le développement des instabilitéstridimensionnelles sur une paire de tourbillons ontra-rotatifs horizontaux.La paire de tourbillons horizontaux est produite par la fermeture de deuxvolets horizontaux selon un dispositif similaire à elui utilisé par Leweke &Williamson [31℄ dans leur étude de l'instabilité de Crow et de l'instabilitéelliptique en milieu neutre. La strati�ation selon la vertiale est réalisée enremplissant la uve d'eau strati�ée en salinité ave une méthode des deuxbas. Ce dispositif permet de faire varier les paramètres aratéristiques del'éoulement en modi�ant soit la vitesse de fermeture des volets, soit l'inten-sité du gradient vertial de densité. Cependant, la gamme des paramètresaessibles est limitée. La dynamique du sillage tourbillonnaire est visualiséegrâe à de la �uoreséine. Après avoir dérit le dispositif expérimental utilisépour réaliser les expérienes, les résultats sont présentés dans une deuxièmepartie d'abord en milieu homogène puis en milieu strati�é.4.1 Dispositif expérimental4.1.1 Génération et visualisation des tourbillonsLes expérienes ont été réalisées dans une uve arrée en verre de 1m de�té et de 90cm de hauteur remplie, selon les expérienes, soit d'eau laire,soit d'eau strati�ée en salinité sur une hauteur de 70cm. La paire de tour-billons horizontaux est réée en fermant deux volets horizontaux dont lemouvement est imposé par un moteur pas à pas ontr�lé par ordinateur. Ces112



Expérienes 113volets sont similaires à eux utilisés par Leweke & Williamson [31℄ et ont unelongueur de 90cm, oupant ainsi presque toute la longueur de la uve. Ilssont maintenus au-dessus de la uve grâe à un système de âbles reliés àun moteur qui permet de les faire desendre lentement dans la uve et de lesimmerger omplètement. Les deux volets sont immergés, initialement paral-lèles. A l'instant initial, ils sont mis en rotation symétriquement et tournentd'un angle prédé�ni α, entraînant la formation d'une paire de tourbillons quis'éloigne des volets, se déplaçant par indution mutuelle. Le taux de rotationdes volets déroît linéairement jusqu'à zéro durant le mouvement de ferme-ture, e qui est à l'origine de la réation de deux petits tourbillons à l'arrêtdu mouvement. L'angle de fermeture est �xé égal à 14 (Billant & Chomaz[5℄), valeur su�samment élevée pour que es deux petits tourbillons soientpiégés à l'intérieur des volets et su�samment faible pour éviter une forteexpulsion du �uide intérieur à la �n du mouvement des volets. Seul le tempsde fermeture des �aps a été varié : la taille des �aps �xe l'éhelle vertialedu dip�le et l'angle ainsi que le temps de fermeture des volet �xent la vitesseinitiale de la paire de tourbillons. Le seul paramètre aratéristique du dip�lepouvant être modi�é est don sa vitesse. Son rayon et l'éart entre les deuxtourbillons sont eux �xés. A�n de diminuer les e�ets de bords, des plaquess'étendant sur la largeur des volets ont été plaées à leurs deux extrémités(voir Figure 4.1(a)). En e�et, sans la présene de es plaques, un éoulementse propageait selon l'axe des tourbillons du dip�le à partir des extrémités destourbillons, détruisant la paire de tourbillons. Cet éoulement est ainsi réduitet les instabilités ont don le temps de se développer avant la destrution destourbillons.A�n de visualiser la paire de tourbillons, du olorant �uoresent est peintà l'intérieur des volets horizontaux lorsque eux-i sont hors de l'eau. Unefois le olorant se, les volets sont desendus lentement dans la uve. A lafermeture des volets, le olorant �uoresent est entraîné par les tourbillons,permettant ainsi la visualisation de l'éoulement, élairé par deux lampesUV plaées sous la uve. Une améra plaée dans un plan parallèle à l'axedes tourbillons (plan (x, z) de la Figure 4.1(b)) permet de suivre l'évolutiontemporelle de la paire de tourbillons et ainsi d'observer le développement desinstabilités.4.1.2 Méthode de strati�ationLe pro�l de densité linéaire est obtenu par une méthode lassique deremplissage ave deux réservoirs (dérit dans Oster & Yamamoto [37℄). LaFigure 4.2 représente le shéma du système de réservoirs et de pompes utilisépour établir le gradient vertial linéaire de densité dans la uve. Un premier
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Fig. 4.1 � (a) Photographie de la uve utilisée pour réaliser les expérienes.On peut voir les deux volets horizontaux parallèles maintenus par des âblesau-dessus de la uve ainsi que le moteur qui ontr�le leur fermeture. A l'extré-mité, une des plaques utilisée pour minimiser les e�ets de bords est égalementvisible. (b) Shéma du montage expérimental.
réservoir est rempli d'eau salée (réservoir (1)) tandis qu'un seond est remplid'eau laire (réservoir (2)). L'eau salée du réservoir (1) est pompée dansle réservoir (2) d'eau moins dense qui, après mélange, est pompée dans lauve expérimentale. Les deux pompes sont des pompes volumétriques à débitontr�lé et 'est le réglage de es deux débits qui permet d'obtenir un pro�lde densité linéaire à la fréquene de Brunt-Väisälä voulue.La détermination de la fréquene de Brunt-Väisälä N s'e�etue en mesurantdiretement la densité ρ̄(z) à l'aide d'un réfratomètre par prélèvements d'eaudans la uve à di�érentes hauteurs. La fréquene de Brunt-Väisälä est ensuitealulée grâe à l'équation :

N =

√
−

g

ρ0

dρ̄

dzoù ρ0 est une densité de référene et g l'aélération de la pesanteur.



Expérienes 115
eau

salée

eau

claire

(1) (2)

z

ρ(z)

pompe 1 pompe 2

expérimentale
cuveFig. 4.2 � Shéma du système de réservoirs et de pompes utilisé pour établirle gradient vertial linéaire de densité dans la uve.4.2 RésultatsLe rayon initial a0 des tourbillons générés par les volets horizontaux,approximés par la superposition de deux tourbillons de Lamb-Oseen (dis-tribution gaussienne de vortiité), est de l'ordre de 1.3cm et la distane deséparation initiale entre les deux tourbillons b0 est de l'ordre de 4cm, e quiorrespond à un rapport d'aspet initial de l'ordre de a0/b0 = 0.3. La valeurde a0 a été realulée pour un tourbillon de Lamb-Oseen à partir des mesuresréalisés par P. Billant [5℄ ave des volets similaires pour lesquelles les tour-billons était approximés par un dip�le de Lamb-Chaplygin de rayon R grâeà la formule a0 = 0.37R (Billant et al. [4℄) alors que la valeur de b0 a étédéterminée expérimentalement. Dans la suite, le temps adimensionné est :

t∗ = t
W0

b0où W0 est la vitesse de translation du dip�le, le nombre de Reynolds est dé�nipar :
Re =

W0b0

ν
,



116 Expérienesoù ν est la visosité inématique de l'eau, et le nombre de Froude par :
Fr =

W0

Nb0
.En milieu homogène, le seul paramètre de ontr�le que l'ont peut faire varierest la vitesse de translation du dip�le W0, tandis qu'en milieu strati�é lesdeux paramètres de ontr�le sont la vitesse de translation du dip�le W0 et lafréquene de Brunt-Väisälä N . Quand W0 varie, le nombre de Reynolds et lenombre de Froude sont modi�és.4.2.1 Milieu homogèneLes instabilités tridimensionnelles se développant sur une paire de tour-billons ontra-rotatifs ont tout d'abord été étudiées expérimentalement enmilieu homogène, la uve étant remplie d'eau laire.Une améra plaée dans un plan perpendiulaire à l'axe des tourbillons (plan(y, z)) nous a permis de déterminer la vitesse de desente de la paire de tour-billons W0 ainsi que la distane de séparation entre les tourbillons qui, en�uide homogène, ne varient pas au ours du temps. La Figure 4.3 représenteune photographie de la paire de tourbillons ontra-rotatifs visualisée dans leplan (y, z) grâe au olorant �uoresent.La améra plaée dans un plan parallèle à l'axe des tourbillons (plan (x, z))

Fig. 4.3 � Photographie de la paire de tourbillons ontra-rotatifs générée parles volets horizontaux et visualisée dans le plan (y, z) grâe au olorant �uo-resent.nous a permis d'observer le développement de l'instabilité elliptique antisy-métrique à ourte longueur d'onde, dont la longueur d'onde est de l'ordre de



Expérienes 117la taille des oeurs des tourbillons, ainsi que de l'instabilité symétrique deCrow à grande longueur d'onde, 'est-à-dire dont la longueur d'onde est del'ordre de la distane de séparation entre les tourbillons. Les Figures 4.4 et4.5 représentent l'évolution temporelle de la paire de tourbillons visualiséegrâe au olorant �uoresent dans le plan (x, z). Dans le as de la Figure 4.4,le hamp de la améra visualisait la totalité de la paire de tourbillons a�nd'observer le développement de l'instabilité à grande longueur d'onde alorsque dans le as de la Figure 4.5, le hamp de la améra ne visualisait qu'unepartie de la paire de tourbillons (environ 1/4 de sa longueur) a�n d'observerle développement de l'instabilité à ourte longueur d'onde.Sur la Figure 4.4(a), à t∗ = 0.8, on observe une déformation sinusoïdale dela paire de tourbillons ave une longueur d'onde de l'ordre de λ = 5 − 6b0aratéristique de l'instabilité de Crow. Plus tard, à t∗ = 2.5 (Figure 4.4()),on assiste à la reonnetion des tourbillons puis à la formation d'anneaux àpartir de t∗ = 3 (Figure 4.4(d)).Sur la Figure 4.5(a), à t∗ = 1.25, on observe l'instabilité à grande longueurd'onde de Crow puis, à t∗ = 1.4 (Figure 4.5(b)), apparaît une instabilité dontla longueur d'onde est beauoup plus petite : 'est l'instabilité elliptique étu-diée expérimentalement par Leweke & Williamson [31℄. Sur la Figure 4.5, lestraits plus marqués orrespondent à la trae des oeur des tourbillons et onobserve que le déplaement des entres de haun des tourbillons se fait enopposition de phase. La longueur d'onde mesurée pour ette instabilité estde l'ordre de λ/b0 = 0.88, ette valeur est en aord ave les simulations nu-mériques diretes de Laporte & Corjon [27℄ qui ont trouvé λ/b0 = 0.85±0.05et omparable aux mesures de Thomas & Auerbah [49℄ : 0.6 < λ/b0 < 0.8.Cependant, le nombre d'onde adimensionné par la valeur initiale du rayondes tourbillons est kya0 = 2.1, e qui est supérieur à la valeur mesurée parLeweke & Williamson [31℄ kya0 = 1.6 pour Re = 438 et déterminée numéri-quement par Laporte & Corjon [27℄ kya0 = 1.87 pour Re = 382, où a0 estle rayon initial. Cette valeur est prohe de la prévision théorique pour untourbillon de Lamb-Oseen kya = 2.26 (Sipp & Jaquin [47℄).4.2.2 Milieu strati�éA�n d'étudier l'in�uene de la strati�ation vertiale sur le développe-ment des instabilités tridimensionnelles sur la paire de tourbillons ontra-rotatifs horizontaux observées en milieu homogène dans le paragraphe 4.2.1,les expérienes suivantes ont été menées en �uide strati�é en salinité. Le pro-�l de densité vertial est linéaire et obtenu grâe à la méthode exposée auparagraphe 4.1.2. L'intensité de la strati�ation dépend du gradient vertialde densité et est déterminée par le nombre de Froude, qui dépend de la vitesse



118 Expérienesde translation de dip�le W0 ainsi que de la fréquene de Brunt-Väisälä N .Des expérienes ont d'abord été réalisées en milieu fortement strati�é puisave une strati�ation modérée, le nombre de Froude variant de 0.2 à 1.5.Strati�ation intense (Fr < 1)Les premières expérienes ont été réalisées ave un fort gradient vertiallinéaire en densité : la strati�ation du milieu est don très intense. La Figure4.6 représente le pro�l vertial de densité. Il orrespond à une fréquene deBrunt-Väisäla N égale à 1.3s−1, e qui orrespond à des nombres de Froude
Fr inférieurs à 0.6. La Figure 4.7 représente l'évolution temporelle du dip�letourbillonnaire visualisé dans le plan (y, z) dans le milieu fortement strati�é.On observe la formation des tourbillons générés par les volets horizontaux
1.8s après leur fermeture (Figure 4.7(a)). La forte strati�ation du milieuempêhe leur desente et les tourbillons s'éartent entraînant l'extension ho-rizontale de l'éoulement 2.5s après la �n de la fermeture des volets (Figure4.7(b)) puis la destrution des tourbillons après t = 3s (Figures 4.7() et Fi-gure 4.7(d)). La paire de tourbillons ne peut don pas pénétrer dans le milieupour les nombres de Froude trop faibles et les instabilités tridimensionnellesn'ont pas le temps de se développer avant la destrution du dip�le. Pourpouvoir observer le développement de es instabilités, il faut don augmen-ter le nombre de Froude, e qui revient soit à augmenter la vitesse initialedes tourbillons, soit à diminuer la fréquene de Brunt-Väisälä. La gammede variation de W0 n'est pas su�sante pour obtenir des nombres de Froudesu�sament grands. Nous avons don diminué la fréquene de Brunt-Väisäläen diminuant le gradient vertial de densité.Strati�ation modérée (Fr ∼ 1)Les expérienes suivantes ont don été réalisées ave un gradient de den-sité vertial plus faible représenté Figure 4.8. Le gradient n'étant pas omplè-tement linéaire sur toute la hauteur de la uve, la fréquene de Brunt-Väisäläa été alulée à partir du gradient de densité existant entre les hauteurs 70et 40cm, les tourbillons ne desendant pas en dessous de 40cm au ours desexpérienes. La fréquene de Brunt-Väisälä ainsi mesurée est N = 0.44s−1permettant d'obtenir des nombres de Froude Fr de l'ordre de 1.La Figure 4.9 représente l'évolution temporelle du dip�le tourbillonnairevisualisé grâe à une améra située sous la uve (plan (x, y)), la paire se dé-plae don vers l'observateur. Les traits plus brillants observés sur la Figure4.9 sont la marque du oeur de haun des tourbillons. La Figure 4.9(a) re-présente le dip�le 2s après la �n de la fermeture des volets : les tourbillons



Expérienes 119sont retilignes. A la Figure 4.9(b), soit à t = 4s, l'apparition d'une instabi-lité ommene à déformer la paire de tourbillons. Cette déformation est plusmarquée sur la Figure 4.9(), orrespondant à un instant où l'instabilité s'estdéveloppée. On observe que la struture interne des tourbillons est modi�éepuisque le oeur (trae brillante de olorant) et la périphérie de haque tour-billon sont déplaés en des diretions radiales opposées. La longueur d'ondeaxiale est de l'ordre de λ/b0 = 0.75, 'est-à-dire prohe de elle observée enmilieu homogène dans le as de l'instabilité elliptique.Plusieurs expérienes ont été réalisées pour des nombres de Reynolds et deFroude di�érents, dans la gamme de valeurs autorisées par les variations dela vitesse de desente des tourbillons W0. Les résultats sont réapitulés dansle Tableau 4.1 et la Figure 4.10 représente le dip�le tourbillonnaire visualisédans le plan (x, z) au début de l'apparition de l'instabilité et à un instantoù l'instabilité est bien développée. On observe la déformation du oeur destourbillons ave un déplaement en opposition de phase pour haun desdeux tourbillons aratéristique de l'instabilité à ourte longueur d'onde ob-servée en milieu homogène. Les longueurs d'onde mesurées sont en moyenneExpériene 0 1 2 3
Re 500 880 760 660
Fr ∞ 1.3 1.1 0.9
λ/b0 0.88 1.1 0.70 0.71
kya0 2.1 1.7 2.7 2.65
t∗i 1.4 1.1 1.2 1.0Tab. 4.1 � Tableau réapitulatif donnant les valeurs de nombre de Reynolds

Re, du nombre de Froude Fr, de la longueur d'onde adimensionnée par ladistane de séparation initiale entre les deux tourbillons λ/b0 de l'instabilitéà ourte longueur d'onde et du temps d'apparition de l'instabilité t∗i pour lesdi�érentes expérienes.un peu plus ourtes qu'en milieu homogène pour les nombres de Froude del'ordre de 1. Dans leur simulations numériques diretes, Nomura et al [35℄ ontégalement observé un raourissement de la longueur d'onde de l'instabilitéà petite longueur d'onde pour Fr = 1. D'autre part, l'instant d'apparitionde l'instabilité est un peu plus ourt qu'en milieu homogène, ependant ladi�érene n'est pas signi�ative alors que Nomura et al [35℄ ont observé quel'instabilité apparaissait d'autant plus t�t que la strati�ation était intensedu fait de la diminution de la distane de séparation entre les tourbillons.Ainsi, la strati�ation semble avoir peu d'e�ets sur le développement des



120 Expérienesinstabilités. En e�et, même pour des nombres de Froude de l'ordre de 1,l'instabilité elliptique se maintient ave une longueur d'onde qui varie peu.Cependant, es onlusions s'appuient sur un nombre limité d'expérieneset une étude plus approfondie serait néessaire. D'autre part, le olorant nepermet de visualiser que la ouhe limite sur les volets et le sillage n'est donpas visible.



Expérienes 121(a) t∗ = 0.8

(b) t∗ = 1.2

() t∗ = 2.5

(d) t∗ = 3

(e) t∗ = 3.7

(f) t∗ = 4.6

Fig. 4.4 � Photographies à di�érents instants de la paire de tourbillons vi-sualisée dans le plan (x, z) grâe au olorant �uoresent. - Vue éloignée pour
Re = 360 permettant d'observer le développement de l'instabilité à grandelongueur d'onde.



122 Expérienes(a) t∗ = 1.25

(b) t∗ = 2.7

() t∗ = 3.7

Fig. 4.5 � Photographies à di�érents instants de la paire de tourbillons visua-lisée dans le plan (x, z) grâe au olorant �uoresent. - Vue rapprohée pour
Re = 500 permettant d'observer le développement de l'instabilité à ourtelongueur d'onde.
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Expérienes 123(a) t = 1.8s (b) t = 2.5s

() t = 3.3s (d) t∗ = 3.8s

Fig. 4.7 � Photographies de la paire de tourbillons à di�érents instants vi-sualisée dans le plan (y, z) grâe à du olorant �uoresent. .
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(a) t = 2s (b) t = 4s

() t = 4.75s (d) t = 6s

Fig. 4.9 � Photographies de la paire de tourbillons ontra-rotatifs à plusieursinstants visualisée dans le plan (x, y) ave du olorant �uoresent grâe à uneaméra plaée sous la uve .
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(a) t∗ = 1.4 (b) t∗ = 2.2

() t∗ = 1.3 (d) t∗ = 1.8

(e) t∗ = 1.2 (f) t∗ = 1.4

Fig. 4.10 � Photographies de la paire de tourbillons ontra-rotatifs visuali-sée dans le plan (x, z) ave du olorant �uoresent (a)-()-(e) au début del'apparition de l'instabilité et (b)-(d)-(f) à un instant où l'instabilité est biendéveloppée pour (a)-(b) Re = 880 et Fr = 1.3, ()-(d) Re = 760 et Fr = 1.1,(e)-(f) Re = 660 et Fr = 0.9.



Chapitre 5Conlusion et PerspetivesL'étude de la dynamique des sillages tourbillonnaires en milieu homo-gène et strati�é en densité onstitue l'objet de ette thèse. Les sillages desavions sont onstitués d'une paire de tourbillons ontra-rotatifs horizontauxsur laquelle se développent des instabilités tridimensionnelles à l'origine deleur destrution. La ompréhension des méanismes de dissipation naturelles'avère don indispensable a�n de développer des stratégies de ontr�le desinstabilités pour aélérer la destrution du dip�le tourbillonnaire et onsti-tue don un enjeu éonomique et environnemental important.Les travaux présentés ont permis, par une approhe théorique, de aratériser(1) le omportement asymptotique ainsi que la dynamique aux temps ourtsde la paire de tourbillons ontra-rotatifs et (2) l'in�uene de la strati�ationvertiale sur la dynamique bidimensionnelle et tridimensionnelle du dip�letourbillonnaire. Après avoir dérit les prinipaux résultats obtenus, les pers-petives pour des travaux futurs sont présentées.Stabilité des sillages tourbillonnaires en milieu homogène : modesd'instabilité et perturbations optimalesLa première partie de ette thèse (Chapitre 2) est onsarée à l'étudethéorique de la stabilité de la paire de tourbillons en milieu homogène : lesdi�érents modes d'instabilité linéaire ont été déterminés et les perturbationsoptimales ont été alulées.Comportement asymptotiqueDeux types d'instabilité se développant sur les dip�les tourbillonnairesont été identi�ées par le passée et sont maintenant bien onnues : l'insta-bilité de Crow, qui est une instabilité symétrique à grande longueur d'onde126



Conlusion et Perspetives 127et l'instabilité elliptique, qui est une instabilité à ourte longueur d'onde ré-sultant de l'interation résonante entre l'étirement et les ondes de Kelvin denombre d'onde azimuthal m = 1 et m = −1 voyageant sur un tourbillon. Uneanalyse de stabilité linéaire nous a permis de retrouver les modes orrespon-dant à l'instabilité de Crow et à l'instabilité elliptique. En outre, une autreinstabilité a également été trouvée : une instabilité osillante qui met en jeules ondes de Kelvin de nombre d'onde azimuthal m = 0 et m = 2. Elle estmoins instable que l'instabilité elliptique lassique et n'existe que pour desnombres de Reynolds su�samment grands mais nous avons proposé qu'elleest aussi de nature elliptique, les modes m = 0 et m = 2 étant ouplés parla perturbation m = 2 liée à l'elliptiité des tourbillons.Les nombreuses études théoriques et numériques asymptotiques qui ont étémenées sur l'instabilité elliptique prévoient que les deux modes symétriqueet antisymétrique sont également instables alors que les expérienes réaliséespar Leweke & Williamson [31℄ montrent que l'instabilité elliptique antisy-métrique se développe préférentiellement. Une di�érene de sensibilité desmodes symétrique et antisymétrique aux onditions initiales pourrait en êtrela ause. Les modes propres adjoints, qui onstituent la ondition initialemaximisant le gain en énergie aux temps longs, ont don été alulés pourles deux symétries : leur distribution spatiale est très di�érente selon la sy-métrie. Pour le mode antisymétrique, la dynamique est onentrée dans lesoeurs des tourbillons ainsi que sur la variété ontratante des deux pointsd'arrêt hyperboliques de l'éoulement alors que pour le mode symétrique,elle est onentrée dans les oeurs et sur la variété ontratante du pointd'arrêt hyperbolique du bas seulement, sans ontribution de elui du haut.Cependant, lorsque la ondition initiale est l'adjoint, ondition initiale opti-male aux temps longs, le mode antisymétrique présente un gain en énergieseulement deux fois supérieur au mode antisymétrique, e qui ne semble passu�sant pour expliquer la séletion du mode antisymétrique observée expé-rimentalement.Dynamique aux temps ourtsNous nous sommes intéressé à la dynamique aux temps ourts du dip�letourbillonnaire a�n de aratériser les méanismes physiques, l'intensité etles éhelles de temps aratéristiques des roissanes transitoires des pertur-bations sur la paire de tourbillons. Les perturbations optimales initiales ainsique les réponses optimales ont été alulées à di�érents instants dans le asde l'instabilité elliptique en utilisant la tehnique du diret-adjoint, l'état debase étant �gé : l'éoulement est onsidéré omme stationnaire. Cette étudea montré que la dynamique aux temps ourts est régie par di�érentes régionsde l'éoulement selon l'éhelle de temps onsidérée. Aux temps très ourts



128 Conlusion et Perspetivespar rapport au temps d'advetion du dip�le, la dynamique est onentréesur les points d'étirement maximal de l'éoulement de base, situés à la péri-phérie du oeur des tourbillons. Aux temps intermédiaires, orrespondant autemps d'advetion du dip�le, e sont les points d'arrêt hyperboliques qui sontà l'origine de la roissane d'énergie optimale en étirant la perturbation devortiité. Contrairement aux temps très ourts où les perturbations optimalessont les mêmes pour les deux symétries, aux temps intermédiaires les pertur-bations optimales sont ontr�lées par le point hyperbolique situé à l'arrièredu dip�le dans le as symétrique alors que dans le as antisymétrique 'estelui situé à l'avant qui est ativé. D'autre part, la réponse optimale prendla forme d'anneaux partiels de vortiité alignés le long de la variété étirantedu point hyperbolique ativé.La di�usion visqueuse induit une augmentation du rayon des tourbillons auours du temps, rendant l'éoulement instationnaire. Cette instationnaritéa été prise en ompte en adaptant la méthode du diret-adjoint pour tenirompte de l'évolution de l'éoulement de base. Les perturbations optimalesont été alulées à di�érents instants depuis l'instant initial de prodution dusillage. La réponse optimale est onentrée dans le oeur des tourbillons pourles deux symétries et est similaire au mode propre de l'instabilité elliptique.Cependant, au temps intermédiaire orrespondant à 4 temps d'advetion dudip�le, des perturbations en enstrophie existent sur la variété étirante dupoint hyperbolique du haut pour le as antisymétrique, orrespondant à destourbillons vertiaux sur l'axe de symétrie du dip�le, et sur la variété étirantedu point hyperbolique du bas pour le as symétrique, orrespondant à destourbillons longitudinaux à l'avant du dip�le alors qu'aux temps plus longs,orrespondant à 10 temps d'advetion du dip�le, la perturbation en enstro-phie est loalisée uniquement dans le oeur des tourbillons. La perturbationinitiale optimale est indépendante de l'instant onsidéré et, omme dans leas stationnaire, elle est intense sur les deux points hyperboliques dans le asantisymétrique alors qu'elle n'est intense que sur elui du bas dans le as sy-métrique. L'indépendane de la perturbation initiale optimale en fontion dutemps suggère qu'une partie du gain en énergie est liée à la réeptivité et nevarie pas en fontion du temps. L'autre partie du gain est due à l'instation-narité de l'éoulement, qui semble favoriser le mode antisymétrique puisqueson taux de roissane est 15% supérieur à elui du mode symétrique. Cerésultat on�rme l'analyse de Sipp & Jaquin [47℄ qui ont démontré que lemode antisymétrique de l'instabilité elliptique devrait dominer, en supposantque la perturbation s'ajustait immédiatement au mode propre dominant ins-tantané. Les expérienes de Leweke & Williamson [31℄ étant réalisées à desnombres de Reynolds relativement bas, la di�usion visqueuse n'est en e�etpas négligeable.
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Dynamique bidimensionnelle de la paire de tourbillons en milieustrati�éDans ette partie (Paragraphe 3.2 du Chapitre 3), l'in�uene de la stra-ti�ation vertiale en densité sur l'évolution bidimensionnelle de la paire detourbillons ontra-rotatifs horizontaux a été étudiée par des simulations nu-mériques diretes.Dans un �uide non strati�é, un dip�le tourbillonnaire bidimensionnel se pro-page vers le bas ave un distane de séparation et une irulation onstantes,seul le rayon des tourbillons roît par di�usion visqueuse. Dans un �uidestrati�é, la paire de tourbillon évolue sous l'in�uene de la strati�ation mo-di�ant ainsi l'évolution de la distane de séparation entre les tourbillons, lairulation et le rayon de haun des tourbillons en fontion du temps. L'évo-lution temporelle des paramètres du dip�le a don été étudiée en fontion del'intensité de la strati�ation. Cette étude a montré que l'évolution tempo-relle de es paramètres est proportionnelle à la fréquene de Brunt-Väisälä,éhelle de temps aratéristique de la strati�ation. D'autre part, le tempsd'advetion du dip�le reste onstant sur une éhelle de temps de l'ordre dela fréquene de Brunt-Väisälä quelle que soit l'intensité de la strati�ationpuis augmente fortement pour des strati�ations modérées et intenses alorsqu'il n'est pas modi�é de façon signi�ative pour des strati�ations faibles.Ce résultat démontre que l'évolution du dip�le peut être onsidérée ommequasi-stationnaire dans le as de faibles strati�ations.Stabilité des sillages tourbillonnaires en milieu strati�é : modesd'instabilité et perturbations optimalesCette partie (Paragraphes 3.3 et 3.4 du Chapitre 3) est dédiée à l'étudethéorique des e�ets de la fore de �ottabilité sur la dynamique tridimension-nelle des sillages. Les di�érents modes d'instabilité linéaire ont été déterminéset leur évolution en fontion de l'intensité de la strati�ation a été étudiée.Les perturbations optimales ont été alulées et la roissane transitoire desperturbations sur le dip�le a été étudiée en fontion du temps depuis l'ins-tant initial de prodution du sillage, permettant de prendre en ompte learatère instationnaire de l'éoulement dû à la présene de la strati�ation,dans le as de strati�ations modérées et intenses.Comportement asymptotique



130 Conlusion et PerspetivesL'e�et de la strati�ation sur les instabilités tridimensionnelles existanten milieu homogène : l'instabilité de Crow et l'instabilité elliptique, a étéétudié par une analyse de stabilité linéaire, l'état de base, onsidéré ommequasi-stationnaire, étant �gé à di�érents instants. Les modes orrespondantaux instabilités de Crow et elliptique ont été retrouvés : la strati�ation apour e�et de oupler plus fortement les perturbations de vortiité axiale quise développent sur haun des tourbillons puisque la distane de séparationentre les tourbillons de l'état de base diminue. D'autre part, des perturba-tions de densité apparaissent à la périphérie du dip�le. Le taux de roissaneest proportionnel à la valeur instantanée de l'étirement et la longueur d'ondeest proportionnelle à la valeur instantanée de la distane de séparation entreles tourbillons dans le as de l'instabilité de Crow et du rayon des tourbillonsdans le as de l'instabilité elliptique. Ces résultats sont en aord ave lessimulations numériques diretes tridimensionnelles de Nomura et al. [35℄ quiont trouvé que le méanisme d'instabilité à petite longueur d'onde était l'in-stabilité elliptique dans le as de strati�ations faibles et modérés et que lestaux de roissane adimensionnés par la valeur initiale de l'étirement aug-mentait ave l'intensité de la strati�ation.Dynamique aux temps ourtsDans le as de strati�ations modérées et intenses, la strati�ation agitsur une éhelle de temps omparable au temps d'advetion du dip�le et l'ap-proximation stationnaire n'est don plus valide. Les perturbations optimalesont don été alulées, grâe à la méthode du diret-adjoint qui tient omptede l'instationnarité de l'éoulement, à plusieurs instants et pour di�érentsniveaux d'intensité de la strati�ation.La dynamique reste prinipalement inertielle pour des nombres de Froudesupérieurs à 2. Les réponses optimales ressemblent aux modes des instabili-tés de Crow et elliptique et les taux de roissane moyens sont prohes deeux du as non strati�é. L'e�et de la strati�ation est, en rapprohant lestourbillons, de rapproher et déformer les perturbations de vortiité axialeprésentes sur haun des tourbillons, omme dans le as de l'analyse de sta-bilité linéaire. Les perturbations initiales optimales sont prohes du as nonstrati�é instationnaire.Pour Fr = 2, l'e�et de la strati�ation reste modéré aux instants intermé-diaires, orrespondant à 4 temps d'advetion du dip�le, l'énergie potentielledes perturbations restant faible devant leur énergie inétique. Par ontre, àun instant plus long, orrespondant à 10 temps d'advetion du dip�le, tempsoù l'équipartition de l'énergie est atteinte, la réponse optimale est fortementallongée par les e�ets de �ottabilité pour le as symétrique et onentréedans le sillage pour le as antisymétrique dans le as de l'instabilité à grande



Conlusion et Perspetives 131longueur d'onde et est onentrée dans le sillage pour les deux symétriesdans le as de l'instabilité à petite longueur d'onde. De façon surprenante, letaux de roissane moyen du mode antisymétrique devient supérieur à eluidu mode symétrique pour l'instabilité à grande longueur d'onde alors que laperturbation antisymétrique reste dominante pour l'instabilité à petite lon-gueur d'onde.Pour Fr = 1, les perturbations optimales n'ont été alulées qu'au temps or-respondant à 4 temps d'advetion du dip�le, le sillage étant omplètementdétruit aux instants ultérieurs. La réponse optimale, dans le as de l'insta-bilité à grande longueur d'onde pour le mode symétrique, est plus omplexeque pour les nombres de Froude plus élevés puisque le dip�le a été très forte-ment déformé mais reste ependant prinipalement inertielle ave un taux deroissane du même ordre que dans le as non strati�é. Par ontre, ommepour Fr = 2, le taux de roissane du mode antisymétrique est très su-périeur à elui du mode symétrique. Dans le as de l'instabilité à ourtelongueur d'onde, la réponse optimale reste onentrée dans le oeur des tour-billons mais la perturbation initiale optimale a évolué ave l'intensité de lastrati�ation : le maximum d'enstrophie migre progressivement de la variéteontratante du point d'arrêt du haut vers l'axe de symétrie du dip�le dansle as antisymétrique alors qu'inversement il migre de l'axe de symétrie versla variéte ontratante du point d'arrêt du haut dans le as symétrique.PerspetivesDeux approhes existent onernant la problématique des tourbillons desillage d'avion : soit altérer le sillage tourbillonnaire a�n de minimiser sese�ets sur les avions suiveurs ainsi que son impat sur le limat, soit amélio-rer la prédition de la persistane des sillages a�n de modi�er les distanesde séurité. Les résultats présentés dans ette thèse ouvrent des perspe-tives dans l'optique du ontr�le des instabilités qui se développent sur esdip�les tourbillonnaires a�n d'aélérer leur dissipation et de la prévision dela persistane des sillages en fontion de la strati�ation et de la phase du vol.Contr�le des instabilitésLe ontr�le des instabilités de sillage permettrait d'aélérer sa dissipa-tion. En e�et, notre étude a montré que les points hyperboliques jouaient unr�le primordial dans la dynamique du dip�le aussi bien en milieu homogènequ'en milieu strati�é, la roissane optimale des instabilités étant obtenuepar la réation d'anneaux partiels de vortiité au niveau de es points. A-tuellement, le dispositif breveté par Boeing est onstitué de volets pivotants.



132 Conlusion et PerspetivesUne alternative à e dispositif serait d'exiter diretement les instabilités àl'aide d'un dispositif passif en perturbant le dip�le de façon optimale.Cependant, les sillages d'avion réels sont aratérisés par des rapports d'as-pets beauoup plus petits (a/b de l'ordre de 0.01) et des nombres de Rey-nolds beauoup plus grands. Antkowiak & Branher [1℄ ont étudié les rois-sanes transitoires des perturbations sur un seul tourbillon de Lamb-Oseen etont observé que la perturbation initiale optimale prenait la forme de spiralesde vortiité onentrées à la périphérie du tourbillon, les ondes étant exi-tées dans le oeur du tourbillon par la ombinaison d'un méanisme de typeOrr et d'un phénomène d'indution. Ce résultat suggère qu'un méanismesimilaire pourrait exister dans le as de dip�les de faibles rapports d'aspets,on�gurations plus prohe de la on�guration réelle des tourbillons de sillaged'avion. L'étude des roissanes transitoires des dip�les tourbillonnaires pourdes rapports d'aspet plus petits et de plus grands nombre de Reynolds seraitdon à explorer.Etude expérimentaleUne étude expérimentale plus approfondie permettrait de aratériser l'in-�uene de la strati�ation sur les instabilités se développant sur la paire detourbillons ontra-rotatifs. L'exploration d'une plus grande gamme de para-mètres, notamment en nombres de Froude, serait intéressante a�n de ompa-rer ave les simulations numériques diretes de Nomura et al [35℄. En e�et, lesexpérienes ont été réalisées pour des nombres de Froude de l'ordre de 1 etles résultats obtenus ont montré un raourissement de la longueur d'ondede l'instabilité à ourte longueur d'onde, omme l'ont observé Nomura et al[35℄. Cependant, pour Fr > 1, ils ont trouvé que la longueur d'onde étaitinhangée par rapport au as homogène. Il serait don intéressant de réaliserdes mesures de longueurs d'onde pour des nombres de Froude plus élevés a�nde omparer à elles obtenues numériquement.D'autre part, des mesures par PIV (Partiules Image Veloimetry) permet-traient une étude plus quantitative de l'in�uene de la fore de �ottabilitésur le développement des instabilités, notamment par la mesure des taux deroissane ainsi que des paramètres instantanés du dip�le.L'étude expérimentale permettrait également l'étude de la dynamique auxtemps longs de la paire de tourbillons.Dynamique non linéaireLa présente étude s'est foalisée sur la dynamique linéaire de la paire detourbillons ontra-rotatifs. Cependant, les e�ets non-linéaires sont à prendreen ompte a�n de omprendre la persistane des sillages. Nomura et al [35℄ont étudié le développement de l'instabilité à ourte longueur d'onde sur ette



Conlusion et Perspetives 133paire de tourbillons ontra-rotatifs en milieu strati�é en fontion de l'intensitéde la strati�ation par des simulations numériques diretes. Ils ont observéque les e�ets de �ottabilité dominaient l'évolution non linéaire de la pairede tourbillons dans les éoulements faiblement et modérément strati�és avel'apparition de strutures tourbillonnaires vertiales, à l'origine d'éhangesdans la diretion transverse, et le detrainment des tourbillons primaires. Cesméanismes sont à l'origine d'une dissipation plus rapide de la paire de tour-billons. Dans le as de strati�ations intenses, la dissipation est égalementaélérée. Cette étude pourrait être étendue à des rapports d'aspets a/b pluspetits et des nombres de Reynolds plus grands.
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