POLYTECHNIQUE

Ecole Polytechnique
Laboratoire d’'Hydrodynamique

THESE

présentée pour obtenir le grade de
Docteur de I’Ecole Polytechnique
Spécialité: Mécanique

par
Arnaud COUAIRON
Sujet :

Modes globauz
fortement non-linéaires dans
les écoulements ouverts

Soutenue le 7 janvier 1997 devant le jury composé de:

(-
=

Chomaz

Coullet

Fauve Rapporteur
Hakim Rapporteur
Manneville

T. Pierrechumbert

Provansal Président

Z WY < T






POLYTECHNIQUE

Ecole Polytechnique
Laboratoire d’Hydrodynamique

THESE

présentée pour obtenir le grade de
Docteur de I’Ecole Polytechnique
Spécialité: Mécanique

par

Arnaud COUAIRON
Sujet :

Modes globaux
fortement non-linéaires dans
les écoulements ouverts

Soutenue le 7 janvier 1997 devant le jury composé de:

-M. Chomaz

Coullet

Fauve Rapporteur
Hakim Rapporteur
Manneville

.T.  Pierrehumbert

Provansal Président

o< D

=







Remerciements

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été effectués au laboratoire d’Hydrody-
namique de I'Ecole Polytechnique (LadHyX, CNRS UMR 156).

Je souhaite remercier vivement Patrick Huerre pour ’accueil chaleureux qu’il m’a
réservé et son soutien permanent. Ses conseils nombreux et enrichissants lors de nos
discussions informelles ont été des éléments importants qui ont contribué au bon dé-
roulement de cette thése.

Jean-Marc Chomaz a dirigé mes recherches avec enthousiasme et dynamisme. Il m’a
accordée confiance et liberté pour développer ces travaux tout en dispensant conseils
précieux et encouragements. Il a su me communiquer sa passion pour la recherche et
n’a pas ménagé son temps pour améliorer la lisibilité de ce mémoire. Que ces quelques
lignes soient I’occasion de lui exprimer ma plus grande reconnaissance.

Je tiens également & remercier Paul Manneville pour ses conseils éclairés lors de
nombreuses discussions stimulantes. Sa grande disponibilité et sa patience m’ont ai-
guillé sur des pistes de recherche originales et je souhaite lui témoigner ma profonde
reconnaissance pour ces interactions fructueuses.

Stephan Fauve m’a initié aux joies de la physique non-linéaire et des équations
d’amplitude en DEA. Vincent Hakim et Stephan Fauve ont bien voulu s’intéresser a
mes travaux et en étre les rapporteurs. Je leur adresse tous mes remerciements pour
leurs remarques qui ont contribuées & mettre ce travail en valeur.

Je remercie également Michel Provansal qui m’a fait ’honneur de présider le jury de
soutenance, Pierre Coullet et Raymond Pierrehumbert, pour I'intérét qu’ils ont porté
& mes travaux et pour leur participation au jury.

Merci & ’ensemble des « gentils membres du LadHyX », permanents ou passagers,
dont la bonne humeur a rendu I'ambiance du laboratoire tous les jours plus sympa-
thique. Merci en particulier & Stéphane Le Dizés, Carlo Cossu, Benoit Pier, Thomas
Loiseleux et Pierre Brancher, chacun & 'origine d’une étincelle qui a fait naitre une
partie de ces travaux. Merci & Olivier Pouliquen pour avoir bien voulu m’épauler dans
I'organisation de séminaires. Merci & tous et en particulier & mes compagnons de bu-
reau, Ivan Delbende, Paul Billant, Burt Tilley, Stéphanie Julien pour nos discussions
quotidiennes sur la science, ’humour, ’art (c’est & dire la BD), la cuisine, le sport, ou
la théologie. Merci & Jacques Webert pour sa patience & résoudre mes problémes infor-
matiques divers (il a bien voulu démonter mon terminal pour en libérer une mouche
emprisonnée). Merci & Thérese Lescuyer pour son extréme obligeance et ses crumbles.
Merci & tous ceux qui ne sont pas cités mais qui n’en ont pas moins contribué amica-
lement & ’aboutissement de ces recherches.

Je ne saurais oublier famille et amis qui m’ont soutenus par leur compréhension et
leurs encouragements tout au long de ces travaux.



a Béatrice,
Guillaume.



Contents

Introduction 9
1 Modes globaux non-linéaires homogénes dans le cas potentiel 21

1.a Global Instability in Fully Nonlinear Systems
(publié dans Phys. Rev. Lett.) 23

1.b Absolute and convective instabilities, front velocities and global modes in non-
linear systems

(soumis a Physica D) 27
1 Introduction . . . . . . . . . . L e e e 28
2 Front propagation and absolute instabilities . . . .. ... ... ... .. 33
2.1 Front velocity selection criteria: a concise review . . .. ... .. 34
2.2 Front solutions in the real Ginzburg-Landau equation . . . . .. 36
2.3 Linear absolute instability, nonlinear absolute instability and
front velocities . . . . . . ... . . o o 44
3  Nonlinear global modes in a semi-infinite domain . . ... ... ... .. 45
3.1 Nonlinear global modes and nonlinear absolute instability . . . . 45
3.2 Existence of global modes and scaling laws . . . . ... .. ... 46
3.3 Hysteresis loop in the control parameter space . . ... ... .. 53
3.4 Multiplicity of global modes . . . . . .. ... ... ... ..... 55
4  Signaling problems . . . . ... ... L L Lo oo 56
4.1 Response to a forcing in the nonlinearly convective instability
=73 Lo 5 ¢ L 58
4.2  Response to a forcing in the NG region . .. ........... 61
4.3 Response to a forcing in the NSregion . . . . ... ... ..... 63
5 Genericity . . . . . . o e e e e e e e e e e e e 63
5.1 Supercritical bifurcation . . . . .. ... .. 0o 0oL 64
5.2 “Van der Pol-Duffing” model . . . ... ... ... ... ..... 67
5.3 Transcritical bifurcation . . . . .. ... ... ... ... ... 69
6 Conclusion . . . . . . . . L e e e 71
A Local behavior of solutions of equation (21) near the fixed points Ao, A1,
Ar e e e e e 73
B  Singular perturbation analysis of the subcritical Ginzburg-Landau equa-
tion in the vicinity of the curve p = p™(Up) for Up < v3 . . . . . .. .. 74
B.1  Scaling law dA/dz(z = 0) = f(e) with e=p—p™ ... ... .. 74



B.2  Scaling law Az = f(e) withe=p—p™ ... ... ... ..... 7

C  Singular perturbation analysis of the subcritical Ginzburg-Landau equa-
tion in the vicinity of u = p!(Up) for Up > V3 . . . . o o v oo oo .. 78
D  Singular perturbation analysis of the supercritical Ginzburg-Landau
equation in the vicinity of g = ! (Up) . . « « v v i 81
E  Multiplicity of solutions . . . .. ... ... ... .. .. .. .. .. ... 82
References . . . . . . . . . . 85

2 Modes globaux non-linéaires homogénes dans le cas non potentiel 89

2.a Pattern selection in the presence of a cross flow

(soumis a Phys. Rev. Lett.) 91
2.b Primary and secondary nonlinear global instability 95
1 introduction . . . . .. .. L L 95
2 The Ginzburg-Landau model . . . . ... ... ... ........... 98
2.1 Traveling waves . . . . . . . .. .. .. o 99
2.2 Nonlinear global modes . . . . ... ... ............. 101
2.3 Phase portraits . . . . ... ... ... ..., ... ........ 105
3 Proof of the existence of a global mode for 41 > p14 and scaling laws . . . 110
3.1 Outer solution . . . ... ... . ... ... ... . ... ... 111
3.2 Inner solution . . . . ... ... ... L L 112
3.3 Matching . . . . .. ... . ... . 113
4  Simulations . . ... ... L 115
4.1 Validation of the scalinglaws . . . ... ... ........... 116

4.2 Comparison with results from the Rayleigh-Bénard and Taylor-
Couette problems . . . . . ... .. ... .. ... . ... .... 117

4.3 Global instability of the nonlinear global modes and secondary
convective and absolute instability of the asymptotic traveling

WaVES . v v v ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 118
5 Conclusion . . . . . . .., 127
References . . . . . . . . . 128

3

Modes globaux non-linéaires pour les milieux faiblement inho-

mogeénes 131

3.a Nonlinear global modes in slowly varying flows

(préparé pour Physics of Fluids) 133
1 Introduction . . . . .. ... ... 133
2 The Ginzburg-Landau model . . .. ... ... .............. 136
3 Spatial structure of NG modes . . ... .................. 142

3.1 Qualitative description of NG modes . . . .. ........... 145

3.2 Spatial structure of NG modes in the inner resonant layer TRL . 147
4 Scaling laws for z; and for the maximum amplitude ... ... .. ... 150
5 Comparison with experimental and numerical results in wakes . . . . . . 152
6 Conclusion . .. ... ... ... ... 161
A Detailed spatial structure of NG modes . . ................ 163



Al
A2
A3
A4

References

Outerlayer CNL . . . . . . .« o it i it i i
Transition layer TL® . . . . . . o v v it i i et oo
Layer KF . . . . o o i i i e e e e e e e
Transition layer TL® and outer layer OL . . . . . . ... ... ..

......................................

3.b Global modes in weakly inhomogeneous subcritical flows
1 Introduction . . . . v v v v i e e e e e e e e e e e
2  The subcritical Ginzburg-Landau model . . . . . .. ... ... ... ..

w

3.1

> O O

Al
A2
A3
A4
A5

References

Spatial structure of NG modes . ... ...................

Qualitative description of NG modes . . . .. ... ........

Matching IL — N F* and scaling law for the position of the maximum .
Discussion of results . . . . . . . . .. .. .. o e
Conclusion . . . . . v i it e e e e e
Detailed spatial structure of NG modes . . . . ... ...........

Outer layer CNL . . . . . . o o i i e e e e e e
Transition layers TL® and TL® . . . . . . .. ... ... ... ..
Central nonlinear layer NF®and NF¢ . . .. ... ... .....
Transition layer IL . . . . . . . ... . o o oo
outer layer OL . . . . . . i it e

......................................

Conclusion

Bibliographie






Introduction

La majorité des écoulements rencontrés dans la nature sont des écoulements ouverts
dans lesquels les particules fluides entrent continument puis quittent le domaine d’ob-
servation (jets, couches limites, sillages). Lorsqu’un parametre de contrdle est augmenté
au deld d’une valeur critique, un écoulement laminaire peut se déstabiliser et bifurquer
vers un autre régime plus complexe ol apparaissent des structures tourbillonnaires &
grande échelle. L’apparition du désordre dans les écoulements hydrodynamiques né-
céssite la brisure des symétries du probléme initial, ce qui se traduit par plusieurs
bifurcations successives associées & ces brisures. Pour les systémes fermés (convection,
Taylor-Couette, physique de petites boites) les scénarios des premieres bifurcations
sont bien identifiés [64]. La dynamique des écoulements ouverts est moins bien connue;
d’aprés des observations expérimentales, elle semble pouvoir étre décrite également
par une séquence de bifurcations mais qui ont lieu successivement dans l'espace. Par
exemple I’évolution spatiale d’une couche de mélange implique une instabilité bidimen-
sionnelle initiale qui sature en une ligne de rouleaux de Kelvin-Helmholtz. Plus loin en
aval, cette allée de vortex est déstabilisée par I’appariement des structures, associé a la
croissance spatiale du premier sous-harmonique. Ensuite, ce mode secondaire sature en
une nouvelle rangée de vortex plus larges, deux fois plus espacés. Cette séquence spatiale
d’instabilités et de saturations se répete jusqu’a 'apparition d’instabilités secondaires
tridimensionnelles.

En ce qui concerne la premiére bifurcation des systémes ouverts, les structures tour-
billonnaires peuvent simplement résulter de 'amplification des perturbations a ’entrée
de I’écoulement, présentes dans tout systéme expérimental ou numérique. Dans ce cas
la dynamique de ’écoulement est sensible au bruit extérieur et le systéme se comporte
comme un amplificateur spatial du bruit d’entrée. A linverse, les structures tourbillon-
naires peuvent étre trés bien ordonnées avec une dynamique trés peu sensible au bruit
extérieur et une fréquence d’oscillation bien définie. Dans ce cas la dynamique est intrin-
séque a I’écoulement et le systéme se comporte comme un oscillateur auto-entretenu.
Les écoulements ouverts peuvent ainsi étre classés en deux catégories selon qu’ils se
comportent plutét comme des amplificateurs de bruit ou plutét comme des oscilla-
teurs.

Un probléme qui se pose pour décrire les écoulements de type oscillateur, est I’iden-
tification des mécanismes qui peuvent entretenir les oscillations : si une boucle de rétro-



(@ b)

F1G. 0.1 - Sillage derriére un cylindre. (a) Régime laminaire, Re — Re. = —0.4. (b)
Régime oscillatoire Re — Re. = 5.2. D’aprés Mathis et Provansal, tiré de Guyon et
al. [38]

action est présente et réinjecte les perturbations a ’entrée de I’écoulement, par exemple
par un effet acoustique sur la pression, un effet de résonance peut étre ainsi crée par
'intéraction entre 1’écoulement hydrodynamique et une frontiére [83]. Au contraire,
depuis plus d’une dizaine d’années, certains écoulement ouverts se sont révélés étre le
siege d’oscillations auto-entretenues bien qu’aucune boucle de rétroaction extérieure ne
soit présente [46, 68, 87, 89]; le mécanisme d’amplification est purement hydrodyna-
mique. La description théorique de cette derniére classe d’écoulements ouverts du type
oscillateur a ’aide de modeéles d’équations d’amplitude constitue le sujet de cette thése.

L’exemple le plus classique d’écoulement ouvert se comportant comme un oscilla-
teur auto-entretenu est le sillage derriére un cylindre (Figure 0.1). Lorsque le nombre
de Reynolds dépasse la valeur critique de 45, ’écoulement laminaire stationnaire se
déstabilise globalement et devient oscillatoire; des tourbillons se forment de part et
d’autre du cylindre et s’en éloignent pour former la double allée de Bénard-Karmaén.
Ce régime est trés peu sensible au bruit extérieur et posséde une fréquence bien défi-
nie, caractéristique de ’écoulement. La distribution spatiotemporelle des fluctuations
associées représente cette oscillation auto-entretenue et constitue ce que I’on appelle un
mode global de I’écoulement.

Mathis et al. [65] ont montré expérimentalement que la bifurcation globale vers le
régime oscillatoire est du type Hopf et suit la théorie de Landau [58]. Mais des études ul-
térieures de la forme du mode global [35, 97] ont montré que cette premiére «bifurcation»
ne suit pas exactement un scénario de systéme dynamique & la Landau [58], car le mode
se déforme au premier ordre dés le seuil de bifurcation, et la position de son maximum
varie comme !'inverse de la racine de I’écart au seuil (ce qui est en contradiction avec
I'idée d’un seul mode propre excité au seuil).

D’autres exemples d’écoulement globalement instable ont été identifiés expérimen-
talement comme les jets chauds [68, 87] lorsque le rapport de densité entre le jet et le
fluide extérieur est abaissé en dessous d’un seuil critique, ou les couches de mélange avec
contre courant [89] lorsque I'intensité du cisaillement entre contre courant et courant
dépasse un seuil critique. Les comportements intrinséques de ces derniers écoulements
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ont été mis en évidence aussi bien par des mesure spectrales d’une quantité fluctuante
par rapport & I'écoulement de base, qui montrent un pic de fréquence plus énergétique
au dessus du seuil d’instabilité globale, que par la réponse & un forcage localisé qui
montre que le systéme n’est sensible & ce forgage que sous le seuil d’instabilité globale.

L’étude des écoulements ouverts (en particulier ceux qui se comportent comme des
oscillateurs) a été effectuée par ’analyse des ondes d’instabilités hydrodynamiques qui
peuvent se développer autour d’un état de base [45] (et mener ensuite le systéme &
saturation & cause des non linéarités). La difficulté de cette approche est double: la
plupart des écoulements considérés sont inhomogenes, c’est a dire qu'’ils s’étendent spa-
tialement dans la direction transverse et ce non parallélisme implique que 1’état de base
de ces écoulement n’est pas uniforme dans la direction de ’écoulement. D’autre part,
une description en terme d’ondes d’instabilités hydrodynamiques est une description
lindaire dont la validité est limitée par les fortes non linéarités des systémes étudiés.
Néanmoins, bien qu’au stade linéaire, la description du développement spatiotemporel
des ondes d’instabilités ne puisse donner des informations sur la nature non linéaire
des solutions bifurquées, I'idée de différencier les écoulements ouverts de type amplifi-
cateurs spatiaux du bruit d’entrée de ceux qui se comportent comme des oscillateurs,
en associant ces différents comportements & un changement de nature de l'instabilité
de ’état de base, a permis d’apporter des résultats qualitatifs et quantitatifs impor-
tants en ce qui concerne les seuils d’instabilité et les mécanismes de déstabilisation.
En particulier, les notions d’instabilités absolues et convectives développées initiale-
ment dans le contexte de la physique des plasmas [12, 14, 62], ont été appliquées par
Huerre et Monkewitz [45] aux écoulements cisaillés ouverts tels que les jets, les couches
de mélanges ou les sillages dans le but de comprendre leur développement spatiotem-
porel et d’établir des scénarios possibles qui autorisent un comportement intrinseque.
Pour des écoulement idéalisés (paralléles et infinis), ces notions d’instabilités absolues
et convectives sont définies par la réponse du systéme a une impulsion initiale locali-
sée. Un systéme convectivement instable est tel qu'une perturbation localisée croit tout
en étant emportée par ’écoulement. Dans un tel systéme, les perturbations liées aux
conditions d’entrée sont simplement amplifiées par I’écoulement qui se comporte comme
un amplificateur spatial du bruit d’entrée. La fréquence spécifique de ces écoulements
est alors au mieux définie en moyenne seulement. Les jets, les couches de mélange ou
les couches limites font partie de cette classe d’écoulements. A l'inverse, un systeme
absolument instable est tel qu'une perturbation localisée croit et est de plus capable
de remonter 1’écoulement et de le contaminer tout entier, influencant en particulier les
conditions & ’entrée. Un phénomeéne de résonance peut alors se mettre en place et le
systéme acquiert une dynamique intrinséque. Il se comporte comme un oscillateur avec
une fréquence propre bien définie.

Le changement de nature de l'instabilité de 1’écoulement de base avec transition
d’instable convectif a instable absolu permet de déterminer théoriquement un seuil d’in-
stabilité pour ces écoulements paralléles. Ce seuil correspond pour certains écoulements
cisaillés [45] assez précisément au seuil d’instabilité globale observé expérimentalement
ou dans des simulations numériques. Par contre ces notions linéaires ne décrivent pas
I’état spatiotemporel de I’écoulement au dessus du seuil de bifurcation.

Pour les écoulements non paralléles, ces notions d’instabilités absolues et convec-
tives ne sont définies que localement. Afin de relier les caractéristiques globales des
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écoulements du type oscillateurs aux propriétés locales de I'instabilité de I’état de base,
les notions d’instabilités absolue et convectives ont été étendues aux écoulement faible-
ment non paralléles d’abord par une analyse théorique [69] sur des équations modeles,
puis les scénarios de transition vers une instabilité globale établis sur ces modeles ont
finalement été confirmés pour des écoulements réels, soit expérimentalement [84], soit
par des études numériques [42, 90, 96, 41]. Théoriquement, cette extension a été réalisée
par une approche WKBJ sous I’hypothése de faible inhomogénéité du milieu, tradui-
sant que 1’état de base du systéme varie lentement sur ’échelle d’une longueur d’onde
typique de l'instabilité. La notion de mode global linéaire a été introduite a cette oc-
casion pour désigner un mode d’oscillation auto-entretenue, c’est a dire la distribution
spatiotemporelle des fluctuations par rapport & un état de base lorsque 1’écoulement est
globalement instable. Plus précisément, les modes globaux linéaires sont des solutions
d’un probléme aux valeurs propres pour lequel la direction z de I’écoulement est aussi
une «direction propre» du systéme, c’est a dire que ’équation qui régit 1’évolution des
perturbations par rapport a 1’état de base est linéarisée et non uniforme en z.

Afin d’illustrer ces notions d’instabilités absolues et convectives et de modes globaux
linéaires par un exemple simple tiré de [19, 20], considérons ’équation de Ginzburg—
Landau d’amplitude réelle A,

0A 0A 0%°A

= Tt =55

ot dr Ox
qui est supposée décrire 1’évolution non linéaire des perturbations par rapport a ’état

de base uniforme A = 0. L’inhomogénéité du milieu est représenté par une variation
lente et linéaire du parametre de bifurcation dans la direction de I’écoulement

+ p(z)A — A3, (0.1)

p(x) = po — 1z (0.2)

et le milieu est supposé infiniment stable & l'infini. Le terme Uog—’; représente l’advection
moyenne dans ’écoulement. Un domaine semi-infini modélise ’écoulement ouvert étudié
et les conditions aux limites sont

A(0) =0, (0.3)

qui modélise ’obstacle ou I'entrée de I’écoulement, et
A(+00) =0 (0.4)

associée a la stabilité du milieu & 'infini.

Dans un premier temps, les caractéristiques locales de I'instabilité de 1’état de base
sont déterminées a partir de la relation de dispersion associée aux ondes d’instabilités
exp(—iwt + ikx) pouvant se développer sur 1'état de base uniforme A = 0:

w = Upk +i(u — k2). (0.5)

Le changement de nature (transition convectif/absolu) de I'instabilité de 1'état de base
a lieu lorsque, pour le nombre d’onde kg tel que la vitesse de groupe dw/dk(kg) soit
nulle, le taux de croissance des ondes d’instabilités w;(ko) s’annule, ce qui se traduit

par
dw _ . ) .Uo
%(ko) =Up—2tkg=0 soit ko = —ig (0.6)
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et

w(ko) =1 (u - %&) . (0.7

L’état de base A = 0 est localement instable absolu lorsque w; (ko) > 0, soit u(x) > UZ /4
et localement instable convectif lorsque w;(ko) < 0, soit u(x) < UZ/4.

Pour ce modele, le développement spatiotemporel linéaire des ondes d’instabilités
peut étre entitrement déterminé. Les modes globaux linéaires sont les solutions propres
amplifiées de 1’équation (0.1) linéarisée autour de I’état de base uniforme A = 0,

0A 0A 0&%A

E + Uo-a; = W + H(:L‘)A (08)

et soumise aux conditions aux limites (0.3) et (0.4). Parmi I’ensemble des solutions
propres de (0.8, 0.3, 0.4),

A(z) = exp(—iwnt + Upz/2)Ail [ﬂi/g.’lf + (n)] , (0.9)
ou les fréquences complexes w, sont donnés par
wn = i(uo - U4+ p°Gn), (0.10)

et ¢, désignent les zéros de la fonction d’Airy, les solutions amplifiées sont celles pour
lesquelles le signe de la partie imaginaire de w, est positif et un mode global linéaire
est donc obtenu lorsque la valeur de pg est supérieure au seuil ué défini par

b = UR 4+ (=C)d?, - (0.11)

La croissance des modes globaux linéaires est limitée par les non linéarités du mo-
dele (0.1). Pour ce modele, le seuil d’instabilité globale linéaire uf] (équation 0.11) est
donc décalé par rapport au seuil d’instabilité absolue UZ/4 d'une quantité qui varie
comme une puissance 2/3 de 'inhomogénéité. Ce seuil traduit la présence d’une zone
d’instabilité absolue locale au voisinage de l'origine du domaine et un résultat impor-
tant de la théorie des modes globaux linéaires est la nécessité de cette zone d’instabilité
absolue locale dans ’écoulement pour obtenir un mode global linéaire. Ce scénario a
été étendu par Monkewitz, Huerre et Chomaz [69] au cas d’écoulement réels et des
simulations numériques dans le cas des sillages [41] ont confirmé sa validité. Le seuil
d’instabilité globale linéaire est prédit de fagon précise par cette théorie et la fréquence
d’oscillation est également bien prédite au premier ordre (pour le modele réel (0.1),
I’équation (0.10) donne une fréquence nulle). En revanche, le régime d’oscillations non
linéaires (1’allée de von Karman pour les sillages) est un état saturé dont les caracté-
ristiques spatiales ne sont pas obtenues par cette approche et dans le but de décrire ce
régime, la théorie des modes globaux linéaires a été étendue dans le domaine faiblement
non linéaire par Le Dizés et al. [61]. Un des objectif de cette extension a été d’étudier
sous quelles conditions un mode global linéairement instable peut avoir une amplitude
décrite par une équation de Landau. Il a été montré que cette théorie faiblement non
linéaire posséde des limites de validité : ’écart au seuil d’instabilité globale linéaire doit
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étre exponentiellement petit par rapport au paramétre d’inhomogénéité pour que ’am-
plitude des modes globaux linéaires reste d’ordre un et soit décrite par une équation
de Landau.

Dans le but de s’affranchir de ces limites de la théorie faiblement non linéaire, une
approche fortement non linéaire est nécessaire et constitue une des principales moti-
vation de cette thése. La description des non linéarités fortes qui interviennent dans
les écoulements ouverts est effectuée dans toute cette étude en considérant la structure
transverse de '’écoulement comme passive dans le mécanisme de déstabilisation globale,
ce qui permet l'utilisation de modéles d’équations d’amplitude unidimensionnels de type
Ginzburg-Landau. La distinction entre les écoulements possédant la dynamique d’un
oscillateur et ceux qui se comportent comme des amplificateurs de bruit s’appuie sur
I'existence de modes globauz non linéaires: ce terme désigne comme dans le cas linéaire
la distribution spatiotemporelle des fluctuations par rapport & ’écoulement de base
mais c’est maintenent une solution saturée oscillante de ’équation non linéaire d’évo-
lution des ondes d’instabilités (et non plus d’une équation linéarisée autour de 1’état de
base). Cette approche fortement non linéaire s’appuie sur la théorie des systémes dy-
namiques et les notions linéaires d’instabilités absolues et convectives sont utilisées afin
de déterminer si elles gardent leur pouvoir prédictif pour les caractéristiques globales
de ’écoulement. Dans le cadre de la théorie des modes globaux linéaires, ces notions
ont permis de trouver avec succes le seuil d’instabilité globale au premier ordre. Pour
les modes globaux fortement non linéaires, le seuil d’instabilité globale est parfois en-
core bien décrit par ces notions linéaires. Mais le cas contraire ol le seuil d’instabilité
globale est trés différent du seuil d’instabilité absolu, est également possible. Dans les
deux cas la théorie fortement non linéaire apporte des informations supplémentaires
sur la structure spatiale des solutions bifurquées au dessus du seuil.

A P'inverse de la démarche effectuée habituellement pour les modes globaux linéaires
qui consiste a décrire les milieux faiblement inhomogenes par une approche WKBJ puis
a étendre I'analyse linéaire & une théorie faiblement non linéaire, la démarche éffectuée
dans cette étude consiste & décrire les modes globaux fortement non linéaires d’abord
pour les milieux homogenes puis & considérer que les modes globaux pour les milieux
faiblement inhomogénes peuvent étre décrits en perturbation de ces modes globaux
homogenes.

Cette démarche est appuyée par le fait que recemment, des simulations numériques
ont été effectuées pour des écoulements habituellement fermé, en les rendant ouvert
par l'addition d’un écoulement moyen. Ces simulations concernent les systémes de
Rayleigh-Bénard par Miiller et al. [71] et Taylor-Couette par Biichel et al. [15] pour
lesquels des comportements de type oscillateur intrinséque ont été mis en évidence.
L’avantage de ces écoulement est du & leur uniformité dans la direction de ’écoulement
et les résultats numériques obtenus par Miiller et al. et Biichel et al. ont pu jouer le role
de test dans le cas des écoulements homogenes pour les résultats obtenus dans cette
étude pour les modes globaux fortement non linéaires.

L’expérience de convection de Rayleigh-Bénard décrit ’écoulement d’un fluide con-
finé entre deux plaques chauffé par le bas. Lorsque I’écart de température entre les deux
plaques mesuré par le nombre de Rayleigh dépasse une valeur critique, I’état purement
conductif du systéme devient instable et des rouleaux de convection d’axe transverse
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Fi1G. 0.2 - Expérience de convection de Rayleigh-Bénard en présence d’un écoulement
transverse

apparaissent. Ce systéme fermé peut étre rendu ouvert par ’addition d’un écoulement
transverse (Figure 0.2). L’addition de cet écoulement transverse dont l'intensité est
mesurée par le nombre de Reynolds, restabilise le systeme et le nombre de Rayleigh
critique au dela duquel les rouleaux convectifs sont observés augmente avec le nombre
de Reynolds.

Des simulations numériques des équations de Navier—Stokes pour ce probléme ef-
fectuées par Miiller et al. [71] montrent que les rouleaux de convection se propagent
dans la direction de I’écoulement mais la structure spatiale de I'amplitude de ces rou-
leaux est stationnaire et constitue un mode global non linéaire (Figure 0.3), c’est & dire
la solution d’une équation d’amplitude du type (0.1) avec pu(x) = po constant dans
tout ’écoulement et des conditions aux limites adaptées: A(0) = 0 et A(L) = 0 qui
traduisent que ’écoulement est imposé (paralléle & Ox) & l'entrée z = 0 et & la sortie
z = L. La taille caractéristique de ces solutions, définie comme la distance & laquelle
une amplitude de référence est atteinte est d’autant plus grande que ’advection est
grande et I'un des buts de cette étude est d’obtenir des lois d’échelles pour cette taille
en fonction de ’écart au seuil d’instabilité globale. Les modeles développés dans cette
these, s’appliquent dans le cas de grandes tailles de boite et la condition & la limite en
x = L est remplacée par une condition & l'infini traduisant qu’une amplitude de satu-
ration est atteinte. Ils montrent que I’écoulement de Rayleigh-Bénard avec advection
latérale décrit ci-dessus se comporte comme un systéme semi-infini en ce qui concerne
la sélection de I'état saturé.

De méme, dans I'expérience de Taylor-Couette, un fluide est confiné entre deux
cylindres, le cylindre extérieur étant fixe et le cylindre intérieur tournant & vitesse
constante ; I'intensité de la rotation est mesurée par le nombre de Taylor. Si ce nombre
de Taylor dépasse une valeur critique, ’écoulement de base, (représenté par l’écoule-
ment de Couette circulaire pour lequel le champ de vitesse est orthoradial), devient
instable et des stuctures tourbillonaires apparaissent sous la forme de rouleaux toroi-
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daux. Lorsqu’un écoulement axial est ajouté au systeme de Taylor-Couette (Figure 0.4),
des simulations des équations de Navier-Stokes effectuées par Biichel et al. [15] pour
ce probléme montrent que le systéme est restabilisé, c’est & dire que le nombre de Tay-
lor critique au dela duquel le systéme bifurque augmente avec le nombre de Reynolds
(mesurant Pintensité de 1'’écoulement axial). Dans ce systéme, les rouleaux sont décrits
par le champ des perturbations de vitesse par rapport & I’écoulement de base constitué
de la superposition des écoulements de Couette circulaire et de Poiseuille annulaire;
ils se propagent dans la direction axiale et leur structure spatiale constitue un mode
global non linéaire du systéme. Deux types de conditions aux limites sont utilisées par
Biichel et al. & P'entrée et & la sortie de I’écoulement : soit 1’écoulement de base est
imposé et dans ce cas, des solutions modes globaux non linéaires identiques & celles
du probleme de Rayleigh-Bénard avec advection sont obtenues pour I’écart de vitesse
axiale par rapport & la composante de Poiseuille annulaire. Soit un écoulement paral-
lelle & I’axe (composante de Poiseuille uniquement) est imposé a I'entrée et & la sortie
de l’écoulement; dans ce cas, une couche d’Ekman se développe au voisinage de = = 0
et la solution obtenue pour l’ecart de vitesse axiale par rapport 3 ’écoulement de base
est semblable aux modes globaux non linéaires du probléeme de Rayleigh-Bénard avec
advection sauf dans la couche d’Ekman. Nos modeles avec amplitude nulle imposée au
bord représentent bien la premiére situation.

Ces modes globaux non linéaires ne sont pas sans rapport avec 'étude de la propaga-
tion des fronts en milieu infini. En effet, lorsque dans I’expérience de Rayleigh-Bénard,
le nombre de Rayleigh est augmenté au dela de sa valeur critique, le systéme bifurque
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Fi1G. 0.4 - Expérience de Taylor-Couette en présence d'un écoulement axial.

de I’état conductif pur vers I’état convectif et I’apparition des rouleaux de vorticité a été
décrite par Fineberg et Steinberg [33] comme un front de vortex reliant les deux états et
se propageant dans ’état conductif instable. Les caractéristiques de ce front ainsi que
la “texture” derriere le front, i.e. la longueur d’onde sélectionnée dans 1'état convectif
sont déterminées par un principe de sélection. Chaque solution de front possible reliant
état conductif et état convectif se propage a une certaine vitesse et sélectionne une lon-
gueur d’onde particuliere. Un seul front est dynamiquement sélectionné par le systeme
et ce probleme de sélection de vitesse de front a fait I’objet de nombreuses études théo-
riques [53, 6, 7, 22, 34, 51, 81, 30, 10, 93, 92]. Bien que ces problémes de sélection soient
encore non résolus dans le cas général, les critéres de stabilité marginale [30, 10, 93]
permettent d’apporter des éléments de réponse a la question des vitesses de front: le
critere de stabilité marginale linéaire stipule que le front sélectionné est celui pour le-
quel l’état instable dans lequel se propage le front est marginalement stable (taux de
croissance nul pour les ondes d’instabilités) dans le référentiel du front. Fineberg et
Steinberg montrent que les mesures expérimentales de vitesse de front de vortex se
propageant dans I’état conductif pour 'expérience de Rayleigh-Bénard correspondent
au résultat théorique prévu par le critére de stabilité marginale linéaire. Ce critére peut
cependant étre mis en défaut ; il existe plusieurs exemples expérimentaux de fronts se
propageant a une vitesse différente de celle prédite par ce critere, en particulier en ciné-
tique chimique [43] ou dans les cristaux liquides nématiques [77]. Dans ce cas il faut se
référer au critére de stabilité marginale non linéaire qui stipule que le front sélectionné
est celui qui est marginalement stable dans son référentiel. Ces critéres permettent donc
de déterminer la vitesse d’un front se propageant vers un état instable ou métastable,
pour un systéme considéré comme infini. Lorsqu’il y a une frontiere, le référentiel du
laboratoire est spécifié par cette frontiere et 'invariance galiléenne est brisée. L’advec-
tion moyenne doit alors étre prise en compte. Un mode global non linéaire peut étre
vu comme un front capable de remonter ’écoulement contre ’advection jusqu’a sentir
'effet du bord. Cette idée permet une description des modes globaux non linéaires en
perturbation par rapport & des fronts stationnaires (fronts sélectionnés en milieu in-
fini et équilibrés par ’advection). Le développement de cette description perturbative
donne justement les lois d’échelle recherchées pour la taille des modes globaux non
linéaires.
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Plaza [79] a montré que le critére de stabilité marginale linéaire est équivalent a la
détermination du changement de nature (transition convectif / absolu) de l'instabilité
de ’état de base que le front envahit. Cette équivalence explique que l’addition d’un
écoulement & un systéme dans lequel a été observé des fronts dont la vitesse correspond
a la sélection par le critere de stabilité marginale linéaire, entraine une restabilisation
du systeme telle que le seuil d’instabilité globale en présence d’advection soit obtenu
par la détermination du changement de nature (absolu / convectif) de l'instabilité de
Pétat de base. Par exemple dans I’expérience de Taylor-Couette avec écoulement axial,
Biichel et al. montrent que le seuil d’apparition des rouleaux toroidaux coincide avec
la transition instable convectif / instable absolu de ’écoulement de base constitué par
la superposition des écoulements de Poiseuille annulaire et Couette circulaire. Il en
est de méme pour le seuil d’apparition des rouleaux de convection dans ’expérience de
Rayleigh Bénard avec écoulement latéral [71] qui correspond & un changement de nature
d’instable convectif & instable absolu de I’écoulement de base constitué de 1’écoulement
de Poiseuille superposé a I’état purement conductif.

Plus généralement, les seuils d’instabilité globale en fonction de la vitesse d’ad-
vection pour les modeles développés dans cette étude coincident avec les vitesses des
fronts sélectionnées en milieu infini par le critére de stabilité marginale (linéaire ou non
linéaire) mais pas nécessairement avec le seuil d’instabilité absolu de ’écoulement de
base. Les méthodes asymptotiques sur lesquelles reposent cette étude permettent de
retrouver ce seuil et mettent également en évidence les caractéristiques spatiales des
modes globaux non linéaires, solutions bifurquées au dela du seuil d’instabilité globale ;
ces méthodes pourraient tout aussi bien s’appliquer & d’autres modeéles, par exemple des
modeles hamiltoniens ou bien des modéles ol se propagent des solitons, pour lesquels
les seuils ne correspondraient plus a des vitesses de fronts.

Les deux premiers chapitres se rapportent plus particuliérement aux milieux homo-
génes, tandis que les modifications entrainées par la faible inhomogénéité d’un milieu
font l’objet du chapitre trois.

Dans le premier chapitre, 'influence des non linéarités fortes est décrite pour des
systemes dissipatifs qui admettent un potentiel. L’existence de modes globaux non
linéaires est étudiée et ceux-ci sont caractérisés par des lois d’échelle pres du seuil.
L’accent est mis sur la comparaison entre propriétés locales et globales non linéaires.
On montre en particulier que deux types de transitions peuvent avoir lieu vers une
instabilité non linéaire globale appelées transition linéaire et transition non linéaire;
elles refletent les critéres linéaire et non linéaire de stabilité marginale [93] dans ’étude
de la propagation de fronts en milieux infinis. Chacune de ces transitions est associée &
une loi d’échelle particuliére pour la taille des modes globaux non linéaires. Une taille
en 1/1/€ ol € désigne I’écart au seuil d’instabilité globale est obtenue dans le cas d’une
transition linéaire vers I’instabilité globale alors qu’une taille en In(1/€) est obtenue
dans le cas d’une transition non linéaire. Ces lois d’échelles sont génériques comme
le montre I’étude de plusieurs modeéles d’équations d’amplitudes et peuvent donc étre
utilisées comme un critére pour déterminer le type de transition vers une instabilité
globale dans un systéme expérimental.

Le deuxiéme chapitre étend ces résultats au cas de systémes non potentiels. A nou-
veau, les modes globaux non linéaires sont obtenus par une approche de type systéme
dynamique et leur existence est montrée par des développements asymptotiques rac-
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cordés qui donnent également des lois d’échelle pour leur taille caractéristique et leur
fréquence en fonction de l’écart au seuil d’instabilité globale. L’analyse en terme de
systéme dynamique donne un critére de sélection de fréquence non linéaire. Les expé-
riences numériques récentes de Biichel et al. [15] pour le systéme de Taylor—Couette
avec advection et de Miilleret al. [71] pour le systéeme de Rayleigh-Bénard avec écou-
lement axial sont bien décrites par ’analyse de ces modeles. En particulier les mesures
numériques de la taille des modes globaux effectuées par ces auteurs sont en trés bon
accord avec les lois d’échelle obtenues théoriquement, dans lesquelles n’intervient aucun
parametre ajustable.

Le troisiéme chapitre est consacré a ’extension aux milieux faiblement inhomo-
genes de la théorie des modes globaux fortement non linéaires décrits dans le premier
chapitre. Nous montrons que les résultats numériques de Zielinska et Wesfreid [97] et
expérimentaux de Goujon-Durand et al. [35], obtenus pour les sillages d’objets angu-
leux correspondent qualitativement & ’analyse que nous avons menée sur ces modeles
simples. En particulier, leurs lois d’échelle obtenues expérimentalement sont bien dé-
crites.

L’ensemble des résultats obtenus est résumé dans la conclusion ol sont également
proposées des extensions possibles de ce travail. Une idée qui a été un peu plus dé-
veloppée a la fin du chapitre deux concerne la stabilité secondaire des modes globaux
non linéaires. Dans le cadre du modeéle développé au chapitre deux, I’instabilité globale
des modes globaux coincide avec la transition d’instable convectif & instable absolu
de 'onde plane & laquelle le mode global est asymptotique & l'infini. Cette transition
a été déterminée numériquement par l’analyse de la relation de dispersion des ondes
d’instabilités autour de ’onde plane de base étendue en milieu infini, et 'instabilité
globale secondaire du mode global a été vérifiée numériquement pour quelques valeurs
des parametres. Il est montré en particulier que cette bifurcation secondaire peut avoir
lieu directement dés le seuil d’instabilité primaire. La dynamique obtenu au dela du
seuil de bifurcation secondaire reste & analyser pour déterminer si elle est multipé-
riodique ou directement chaotique. La description de ces deux premieres bifurcations
pourrait conduire & une ébauche d’un scénario de la transition vers le désordre dans les
écoulements ouverts.
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Existence of a saturated steady solution of a nonlinear evolution equation subject to a boundary
condition at x = 0, called a nonlinear global mode. is illustrated on the real subcritical Ginzburg-Landau
model. Such a nonlinear global mode is shown to exist whereas the flow is linearly stable, convectively
unstable. or absolutely unstable. If the linearized evolution operator is absolutely unstable, then a global
mode exists but the converse is false. This result relies only on the existence of a structurally unstable
heteroclinic orbit in the phase space and is likely to be generic as demonstrated by the supercritical

Ginzburg-Landau and the van der Pol-Duffing equations.

PACS numbers: 47.20.Ft, 47.20.Ky

Wakes behind bluff bodies [1], mixing layers with
back flow [2], and helium or heated jets [3] constitute
examples of open flows where self-sustained oscillations
at a specific intrinsic frequency develop when varying
the control parameter (the Reynolds number. the velocity
ratio, or the density ratio, respectively) and give rise to
saturated amplitude states. In such open flows. Galilean
invariance is broken by the boundary conditions (the
body. the splitter plate. the nozzle. respectively) and
the effect of the advection velocity cannot be removed.
Theretfore. one has to deal. not only with the growth of
disturbances. but also with their propagation. This leads
us to distinguish between absolute (A) and convective
(C) linearly unstable flows. These concepts have been
initially developed in the context of plasma physics [4].
They refer to the asymptotic behavior of the impulse
response of the flow in the frame singled out by the
boundary condition (hereafter named “laboratory frame™):
a system is said to be linearly stable (S) when its
linear response to an initial localized impulse decays
asvmptotically in any moving frame, and linearly unstable
otherwise: it is absolutely unstable (A) if. at any fixed
location. the response grows in time and convectively
unstable if it decays (C). The exponential growth of
initial disturbances when the flow is absolutely unstable
will ultimately be compensated by nonlinearities to give
rise to an intrinsic self-sustained resonance. On the
other hand. a convectively unstable flow is supposed to
relax to the basic flow but will strongly respond to any
continuously applied forcing and therefore behaves as a
spatial amplifier.

These concepts apply as soon as instability waves
propagate in the laboratory frame. They have been
successfully used to interpret the dynamics of binary
convection [5], lasers [6], and the dynamo theory of
disklike objects [7].

Recently, one of us proposed to extend these ideas to
take into account nonlinearity by simply replacing the im-
pulse linear wave packet. used in the standard definition,
by any saturated wave packet of finite size in an infinite
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domain [8]. He shows that. for nonlinearly unstable sys-
tems, distinction between nonlinearly convective or abso-
lute instability depends only on whether the trailing front,
separating the basic state from a bifurcated state, moves
downstream or upstream in the laboratory frame. The de-
termination of the nonlinear absolute or nonlinear convec-
tive nature of the instability is therefore straightforward
once the front velocity is determined [9].

But as noticed in Ref. [8], this definition based on
front velocity is quite formal as the laboratory frame is
artificially defined and no specific physical behavior is
associated with one or the other type of instability.

When the dynamics of real open flows is of interest.
one should take into account “entrance™ conditions at the
origin of the domain and determine the nonlinear global
(NG) instability. This new concept is more physical as
it refers to the existence of nonlinear solutions in semi-
infinite domains with a boundary condition at x = 0.
Since the laboratory frame is singled out. the advection
velocity is now externally imposed and the selection
problem. encountered to determine the front speed in
an infinite domain. is replaced by the simpler problem
of existence of a solution in x € [0.+%). As we shall
demonstrate elsewhere [10]. properties of the phase space
which determine the occurrence of NG instability and
those which prelude the front selection are remarkably
connected although the physical considerations leading
to one or the other are different. In the following, we
focus on the determination of the NG region and its
links to A and C. For clarity, it is worth insisting that
the term “nonlinear global mode™ refers to the solution
of a nonlinear homogeneous eigenproblem involving the
whole streamwise domain and therefore corresponds to
the dynamical system terminology. In the global mode
literature [11], the “linear global mode™ term refers to
the solution of an eigenproblem which also involves the
whole streamwise domain but which is nonhomogeneous
and linear. These notions of global and NG modes should
overlap when nonlinear effects will be considered on the
linear global mode dynamics and when inhomogeneous
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(nonparallel) effects will be taken into account in the
structure of the presently studied nonlinear global mode.

The purpose of this Letter is to illustrate the relationship
between NG and A/C instability using a one dimensional
real Ginzburg-Landau equation in a semi-infinite domain
which accounts for an extended subcritical pitchfork
bifurcation:

0A dA _ 9A 3,5

" + anx Py + uA+ A A, (¢))]
with the entrance condition A(0) = 0. Equation (1) de-
pends on two control parameters (u, Up) independent of
x. UodA/dx represents the effect of advection at the
velocity Up > 0. Because of the symmetry A — —A.
only half of the solutions will be described. If the do-
main is made doubly infinite and the boundary condition
A(0) = 0 is dropped. Uy may be set to zero and clas-
sical results [12] are recovered: for u < 0. two linearly
stable steady positive uniform states exist: Ag = 0 and
A= (1/2 + Ju + 1/4)'2: for u > 0. Ay becomes lin-
early unstable and A remains the only stable state. More-
over. Ag is linearly convectively unstable [13] (C) for
O<pu < Ui /4 and linearly absolutely unstable (A) for
u > Uj/a.

A nonlinear global mode is defined as a steady (or

more generally an oscillatory) solution of (1) subject to
the “entrance condition™ (3) which therefore satisfies

UpdA/dx = d°A/dx" + uA + A* — A%, (2
A(0) = 0. (3)

A(+x) = As. (4)

As discussed in [8], this asymptotic behavior (4) is
imposed by the existence of a Lyapunov functional with
a minimum in A,. In the phase space (A.dA/dx). each
trajectory of (2) not ending at A» or Ay is associated
with an infinite Lyapunov energy and hence is not
physical. Conditions (3) and (4) imply that a NG mode is
represented by a trajectory linking a point where A = 0
but with dA/dx # 0, to A>. A solution linking (A =
0,dA/dx = 0) to A. is not a global mode because it
corresponds to a front solution with A(—2) = 0 which
cannot be renormalized in A(Q) = 0.

For convenience, let us consider that the advection
velocity Up is fixed and that we study the topological
changes in the phase portrait while increasing the control
parameter u. For a fixed advection velocity, let us
define u4(Up) as the threshold of NG instability. Using
a perturbative asymptotic expansion, we have rigorously
determined the onset of a global mode which corresponds
to the emergence of an intersection between the stable
manifold of A; with the dA/dx axis at finite dA/dx:

raUo) = 3/16(U3 + 2Up/N3 = 1) for Uy < V3,
(5)
wa(Uo) = Ug/4 for Uy > /3. (6)

4016

For simplicity, only the topological demonstration on
which the rigorous proof is based is given here. As
shown graphically in [8] for the case w4 < 0 and in
Fig. 1 for the other cases, the emergence of an intersection
between the stable manifold of A- and the dA/dx axis
implies the existence at threshold of a structurally unstable
heteroclinic trajectory between Ay and A>. When U, <
1 /\/3. [8] has shown the structure of the heteroclinic
orbit and its perturbations. In this case. u,(Uy) is
negative; therefore. Ag is a saddle and a heteroclinic
orbit connecting Ay to Aa exists for a single value of
u = pa(Up). This orbit is structurally unstable as it
departs from A, along the unstable eigendirection. Its
perturbation for u > u,(Uy) give rise to an intersection
between the stable manifold of A- and the axis dA/dx

, A
(b)  dr A (3) dr A
4 N\ s
- \ . g \
z Va o / VA
A A

FIG. 1. Topological changes in the structure of the stable
manifold of A leading to the NG instability when keeping Uy
constant and increasing u through the NG threshold w4 (Uy).
Left column: “global™ instability case 1/v/3 < Uy < +/3: (a)
0<u < pa;(b) u = pai(c) u > g right column: “local™
instability case Uy > v3: (a) 0 < u < pa: (B) o = pa: (y)
# > pa. The solution drawn by a continuous heavy line is the
NG mode. In each case, the bottom figure presents the close up
of the modifications which take place around Ay, a.b.c.a,B. v
referring to the labels in the figure.
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(see Ref. [8]). When Uy > 1/ V3, the problem is less
simple since the transition occurs for ua(Ug) > 0, while
Ao is an unstable node. As shown in Fig. | where all
possible cases obtained by numerical solutions of (2)-
(4) are reproduced, whatever the value of u positive, a
heteroclinic orbit connecting Ag to A, exists. For 1/ V3 <
Uy < /3, and u < p4(Up), the heteroclinic orbit always
departs from Ao to the right along its least unstable
eigendirection (as it should generically [14]) [Fig. l(a)];
at 4 = ma(Up), an exceptional connection along the
most unstable direction of Ag appears [Fig. 1(b)]; when
# > ua(Up) the connection returns to the least unstable
direction of Ag [Fig. 1(c)] but from the other side of
the dA/dx axis. In this case, the stable manifold of
A, possesses a portion in A <0 and therefore must
cross the dA/dx axis giving rise to a NG mode plotted
by a heavy line in Fig. I(c). As for the former case
(Up < 1/+/3), an apparition of a global mode is linked
to the crossing of a control parameter value for which
a heteroclinic orbit between Ay and A> exists and is
structurally unstable because it departs from Aq along its
most unstable eigendirection. In this case. the transition
is not associated to a local change around Ay but to the
alobal structure of the phase space and therefore cannot
be detected by a linear analysis.

For Uy > /3 and p < p4(Uy). the heteroclinic orbit
always departs from A, to the right along its least unstable
eigendirection [Fig. 1(a)] but for 4 = u4(Uyp). the two
eigendirections coincide [Fig. 1(B8)]. For w > u.(Uy).
the heteroclinic orbit spirals out of Ay to Az [Fig. 1(y)]
giving rise to infinitely many global modes. only the first
one being represented by heavy lines in Fig. 1(y)]. Atthe
bifurcation. the heteroclinic orbit is therefore structurally
unstable but this time “locally™ because the nature of the
Ay fixed point changes from node to focus. This local
change occurs when two eigendirections near Aq coincide.
i.c.. when the linear instability changes from linear
convective to absolute (at u = U(;/-l). Following the
value of Uy. the threshold w4(Uy) has been determined
by the global or local structural instabilities. depending
which one occurs first. Only in the latter case does the
NG threshold coincide with the A threshold.

These results have been demonstrated analytically by
seeking the heteroclinic trajectory linking Ag and A»
as a polynomial or a series expansion in A. For each
system, the existence of a NG mode for u > u, is then
rigorously proved by matched asymptotic expansions with
an inner linear region close to A¢ and a nonlinear region
outside (the principle sketched in Fig. 1).

These results are synthesized in Fig. 2: In the shaded
region (light or dark). the system is NG unstable. The
dark shading corresponds to the A region whereas the
light shaded region corresponds to a NG bifurcation which
occurs while the basic state Ay is linearly stable u <0
or linearly convectively unstable 4 > 0. As we have
shown, the NG threshold precedes the A threshold as

Us NG
C KA

-3/16 0 3/4

FIG. 2. NG domain in parameter space for the model (1).
The dark gray region represents the absolutely (A) unstable
region which is totally embedded in the NG region. In the light
gray region, a NG exists whereas the system is not absolutely
unstable. In this case, resonances are not predicted from a
linear analysis but from a fully nonlinear one.

soon as a structurally unstable heteroclinic orbit appears in
the phase space. This appearance involves the nonlinear
solution of the system along the whole x domain and
therefore cannot be obtained from a linearized approach.
For Uy < V3. the NG threshold (heavy line) always
precedes the A threshold (discontinuous line) whereas
tor Uy > V3. the system becomes NG unstable and A
unstable simultaneously.

This result is likely to be general and does not seem to
depend on the particular choice of a model equation. In
the classical supercritical model

aA i 9*A

— +Uy— = 5

at ax ax-
only one parameter u or Uy is necessary to describe the
system. since one of them can be set to unity by rescaling
A. x. and r. As a result. only one kind of transition
should be observed by lack of degrees of freedom: we
have found that the system becomes NG unstable and A
unstable at the same time for w4 = U&/-l». But as soon
as an extraterm is added to (7). for example. a nonlinear
contribution to the advection [Eq. (8)], the NG region
starts extending beyond the A domain. This system is
known as the van der Pol-Duffing model:

2 A 8°A
ar T WA T
The region of NG instability for model (8) in a semi-
infinite domain with the condition (3) is bounded by the
curves ua(Up) = Ug/4 for Uy < 6. wa(Up) = 3Uy — 9
for Uy > 6. By contrast with model (1), the system
becomes NG unstable and A unstable at the same value of
the bifurcation parameter only for Uy < 6. i.e.. for small
advection velocities. For Uy > 6, the system is NG while
being C unstable showing that this property arises even in
the supercritical bifurcation case.
As already noted, the threshold of NG instability.
which has been rigorously linked to the existence of

+ uA — AL (7

+ud — AL (®
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a structurally unstable heteroclinic orbit linking Ag to
Aa. is closely related to the selection of front velocity
in infinite domains. van Saarloos and Hohenberg [9]
have recently established on physical grounds a selection
principle for the front velocity in the complex Ginzburg-
Landau equation. which is in fact similar to our criterion
for the appearance of a global mode. We are now able
to propose an alternative interpretation of their results by
conjecturing that in an infinite domain, the velocity vy
of the selected front between the basic state to the left
and the bifurcated state to the right will be such that in
the semi-infinite domain. a NG mode exists for advection
velocities Uy < —uvy (v is counted positive to the right).
If —v, is larger than Uy. a front initially imposed far
downstream in a semi-infinite domain will move upstream
without “feeling™ at first the boundary condition atx = 0
and stop close to the boundary where it is “caught™ at
x=0.

In conclusion. we have presented results concerning the
nonlinear global (NG) instability vs the absolute (A) or
convective (C) nature of the instability of a basic state
using very simple models. NG are nonzero steady (or
oscillatory) solutions of a well-posed. nonlinear system
with a boundary condition at the origin. The existence
of such a solution. which depends not only on the
instability parameter. but also on the advection velacity.
has been determined rigorously by matched asymptotic
expansions. This solution appears while increasing u as
soon as a heteroclinic orbit linking the basic solution 10
the bifurcated solution in the phase space (A.dA/dx) is
structurally unstable.  This structural instability may be
either local. because it involves a change in the nature of
the basic fixed point Ag (the transition then corresponds to
the linear absolute instability threshold). or global because
the stable manifold of A- connects to the most unstable
direction of Ap. In the latter case. the NG transition
occurs while the system is either locally stable or locally
convectively unstable. This implies immediately that a
system is always NG unstable before being A unstable.
We conjecture that the precedence of the NG instability
over the A instability is general and therefore holds for
any kind of instability in fluid mechanics, in plasma
physics. in chemical reactions, or in nonlinear optics.
An experimental confirmation of these results could be
attempted by adding a mean flow to a chemical reaction.
For example. Hanna et «l have studied propagating
fronts in the iodate oxidation of arsenous acid [15]
and have computed the velocity of a front appearing
as a narrow blue band propagating through a colorless
solution. This velocity seems nonlinearly selected. By
rendering their experimental system open and setting
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an advection velocity in the solution. the emergence of
NG modes should be observed as a steady blue narrow
band surrounded by a colorless solution which. following
the advection velocity magnitude, may happen while the
solution is stable or convectively unstable.

We thank P. Manneville, P. Huerre, C.H.K.
Williamson, and B. Tilley for many helpful com-
ments and stimulating discussions.
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Absolute and convective instabilities, front velocities and
global modes in nonlinear systems

Arnaud Couairon and Jean—Marc Chomaz

LadHyX, CNRS UMR 156, Laboratoire d’Hydrodynamique,
Ecole Polytechnique, 91 128 Palaiseau CEDEX, France

Abstract

We study the existence of self-sustained saturated solutions of the real Ginzburg—
Landau equation subject to a boundary condition at z = 0; such solutions are called
nonlinear global (NG) modes. The nonlinear global instability referring to the existence
of these solutions is rigorously determined and the scaling behavior of the nonlinear
global modes close to threshold is derived. The NG instability is first compared to the
linear concept of convective/absolute (LC/LA) instability characterizing whether the
impulse response of an unstable flow in an infinite domain is asymptotically damped or
amplified at a fixed location. NG modes are shown to exist while at the same time the
flow may be linearly stable, convectively unstable, or absolutely unstable. The growth
size of the NG modes is shown to be proportional to e/2 when NG and LA instabilities
exist simultaneous, € being the criticality parameter, whereas a In(1/¢) scaling is found
when the NG instability occurs while the flow is LC unstable or linearly stable.

The nonlinear convective/absolute (NC/NA) instability defined [1] by considering,
in infinite homogeneous domains, whether the front separating a bifurcated state from
the basic state moves downstream or upstream, is determined using van Saarloos and
Hohenberg results [2] for the selected front velocity. Remarkably, the NA domain and
the NG domain are shown to coincide. Similar results are presented for supercritical
bifurcating systems, for the “van der Pol-Duffing” system, and for a transcritical model.
In all the cases, the LA instability is only a sufficient condition for the existence of a
NG mode, and these simple models demonstrate that a system may be nonlinearly
absolutely unstable whereas it is linearly convectively unstable. This property should
be generic if one accepts the conjecture that the selected front velocity is always larger
than the linear front velocity.

Response to a constant forcing applied at the origin is also studied. It is shown that
in the NG region, the system possesses intrinsic dynamics which cannot be removed
by the forcing. By contrast, the behavior of a nonlinear spatial amplifier is observed
in a domain larger than the NC region. NC instability is only a sufficient condition to
trigger the system with forcing.

Preprint submitted to Elsevier Science October 21, 1996



1 Introduction

The concepts of linear absolute (LA) and convective (LC) instabilities have recently
been applied to understand the spatiotemporal development of open flows such as
mixing layers, jets, or wakes [3, 4, 5]. In these flows fluid particles continuously enter
and leave the experimental domain of interest. Therefore, the input perturbations
and the mean advection have to be taken into account explicitly. The concepts
of linear absolute or convective instability are usually defined with respect to the
linear response to an initially localized impulse perturbation. If the wave packet,
representing the Green function, asymptotically decays in any uniformly translating
frame, the system is said to be linearly stable (LS) (Fig. 1(a)). If this is not the
case, it is linearly unstable. Moreover, it is linearly absolutely (LA) unstable if, at
any fixed location, the response grows in time (Fig. 1(c)) and linearly convectively
(LC) unstable if it decays (Fig. 1(b)). In a LC unstable system, perturbations grow
as they are advected away and the system acts as a spatial amplifier of incoming
turbulence. On the contrary, in a LA unstable system, perturbations viewed at
a fixed location keep growing and the system is thought to ultimately exhibit an
intrinsic self-sustained oscillation.

In the linear approximation, such a self sustained oscillation has been analyzed
by Chomaz et al. [6, 7, 8], Huerre and Monkewitz [3], Monkewitz et al. [9], le Dizés et
al. [10], Hunt and Crighton [12, 13]. It has been called a linear global mode because
it develops over the whole spatial domain, requiring the resolution of an eigenprob-
lem, not only in the transverse direction, but also in the direction of the flow (z).
Inhomogeneity in z (variation of the basic flow in & or boundary condition) is a nec-
essary condition for the existence of linear global modes. When the inhomogeneity
is weak (slow variation of the length scale A, i.e. dlogA/dz = ¢ < 1), a WKBJ ap-
proximation may be used to show that the existence of a local absolute region in the
flow is a necessary condition for the occurrence of an unstable linear global mode.
In fact, resonances observed in real experiments such as a flow past a cylinder, a
helium hot jet [14], or a mixing layer with a back flow [15] are likely to result from
the nonlinear saturation of a global mode. The weakly nonlinear theory has been
applied to linear global modes [8, 10, 11] but, despite the already strong but inherent
limitation that the amplitude must be exponentially smaller that the inhomogeneity

parameter e for the theory to be valid, it has been shown (Le Dizés et al. [10]) to
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be ill-posed and the determination of the nonlinear nature of the bifurcation is in
general impossible as € goes to zero. The physical explanation of this mathematical
breakdown is that, for an order-one advection velocity, the nonlinear modification
of the basic flow occurs far downstream of the region which determines the growth
rate of the linear global mode. Technically, this corresponds to the fact that, at
the global instability threshold, the eigenfunctions of the linearized inhomogeneous
operator and its adjoint do not overlap. This failure of the weakly nonlinear route
signals the need for a strongly nonlinear analysis of the absolute and convective
instability concepts.

In this spirit, Chomaz [1] has extended the notions of absolute and convective
instabilities to nonlinearly unstable systems. This notion may be important not
only for the description of nonlinearly unstable open flows such as boundary layers or
Poiseuille flow, but also for linearly unstable flows with order-one advection for which
the absolute instability occurs far from “the” threshold. For these systems where
Galilean invariance is broken and the laboratory frame is unambiguously specified,
nonlinear absolute and convective instabilities have been defined as follows: “The
basic state of a system is nonlinearly stable (NS) if for all initial perturbations of
finite extent and amplitude, the system relaxes to the basic state everywhere in
any moving frame. The system is unstable if it is not stable in the above sense.
The instability is nonlinearly convective (NC) if, for all initial perturbations of finite
extent and finite amplitude, the system relaxes to the basic state everywhere in the
laboratory frame. It is nonlinearly absolute (NA) if, for some initial condition of
finite extent and amplitude, the system does not relax to the basic state everywhere
in the laboratory frame.” In the above definition, the “laboratory frame” refers to
an experimental situation and is used to point out the frame specified by boundary

conditions, forcing, etc.

A more convenient definition has been given in [1] for a one-dimensional bifur-
cating system in an infinite domain. The nonlinear nature of the instability may
be determined by referring to the evolution of an initial “droplet” of bifurcating
state surrounded by the basic state. When all initial droplets shrink (Fig. 1(d)) the
system is stable; when at least one droplet expands (Figs. 1(e), 1(f)) the system is

nonlinearly unstable. In this case, the distinction between absolute and convective
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(a) Linearly stable (LS) (b) Linearly convectively (c) Linearly absolutely
(LC) unstable (LA) unstable

(d) Nonlinearly stable (NS) (e) Nonlinearly convectively (f) Nonlinearly absolutely
(NC) unstable (NA) unstable

Figure 1: Sketches of the typical response of the system in the (z,t) plane.

instability depends on the velocity of the fronts limiting the droplet “in the labo-
ratory frame.” When the two limiting fronts are moving in the same direction, the
instability is NC (Fig. 1(e)) and it is NA when the fronts are moving in opposite
directions (Fig. 1(f)).

If we keep the usual convention that the mean advection is directed to the right,
the convective or absolute instability is solely discriminated by the direction of prop-
agation of the trailing front. In the abundant literature about fronts, the front ve-
locity Vy is usually oriented from the bifurcated region to the basic state. Here V;
is thus positive when front moves to the left and negative when it moves to the
right (Vy being oriented from right to left). Using this convention, the nonlinearly
absolute or convective nature of the instability is determined by the sign V¢ as fol-

lows: when V; > 0 (V; < 0), the front moves to the left (right) in the “laboratory”
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frame, thus the flow is NA (NC) unstable. If the uniformly translating “front”
solution is not unique, the determination of V; implies the solution of a selection
problem recently elucidated by Dee [19, 20], Ben Jacob et al. [21], and van Saarloos
and Hohenberg [2, 22, 23] among others. In particular, van Saarloos and Hohen-
berg [2] have formulated the principle that the nonlinearly selected front velocity
V¢ is always greater than the velocity V; of the linearly selected front. As pointed
out by Huerre and Monkewitz [3], V} is the velocity of the trailing edge of the
Green function. Therefore, the sign of Vf' determines whether the instability is line-
arly absolute (V} > 0 with our orientation convention) or linearly convective
(V} < 0). van Saarloos and Hohenberg’s principle essentially implies the extremely
important property, illustrated by the present paper that LA instability is only a
sufficient condition for NA instability. Indeed, if the system is LA unstable then
Vf' > 0, but as Vy > V}, we immediately deduce that V; > 0, which implies that the
system is NA unstable. The converse is false since there may exist domains of the
parameter space where the flow is linearly stable or linearly convectively unstable
but nonlinearly absolutely unstable (see section 2).

The previous definitions pertain to the ideal case of an infinite domain with a
somewhat artificial introduction of the laboratory frame. Dealing with real open
flows, as argued by Huerre and Monkewitz [3] and Chomaz and coworkers [1, 6],
the useful concept is the existence of a global mode of the flow which takes into
account the upstream and downstream boundary conditions (eventually the lateral
boundary conditions) and the nonparallelism of the flow. This global instability
leads to self sustained dynamics characterizing the intrinsic behavior of the flow. In
the linear approximation, the linear global instability corresponds to the emergence
of a temporally growing solution occupying the whole spatial domain (the linear
global mode). In a fully nonlinear study [16], the nonlinear global (NG) instability
will correspond to the existence of a saturated solution of the original problem (the
nonlinear global mode).

The physical significance of these notions will be illustrated by considering one-
dimensional systems in a semi-infinite domain, with homogeneous left boundary
conditions. A semi-infinite domain represents an idealized open flow, in which the
perturbation level is supposed to be zero at the entrance of the test section. Galilean

invariance is actually broken by the left boundary condition, which unambiguously
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singles out the laboratory frame.
The aim of the present study is to establish the link between LA, NA, and NG
instabilities for simple one-dimensional systems. For this purpose, we consider the

one-dimensional real Ginzburg-Landau equation

DA BA _9*A  SV(A)
5t TUg: =9 ~ Ts4 (1)

where A stands for the real amplitude of the bifurcating mode. The operator
UoOA/Ox represents the effect of advection at the mean velocity Up (taken posi-
tive). Except for the last section of our paper, the potential density V(A) is taken
in the form oAt g8

V(4)=-p= - T+ 5 (2)
which gives rise to a subcritical pitchfork bifurcation. In this case, equations (1)
and (2) depend on two independent constant control parameters: the advection
velocity Uy and the bifurcation parameter p.

The outline of the paper is as follows. In section 2, we give a brief review
of the concepts ruling the propagation of fronts separating the bifurcating state
from the basic state. This allows us to delineate the LS, LC, LA, NS, NC and
NA regions of parameter space for model equation (1) with potential density (2).
Although this section is a straightforward application of Chomaz’s definition to van
Saarloos and Hohenberg’s results, the front solutions and the selection mechanism
are presented because their phase-space interpretation also governs the existence of
the NG mode. The latter problem is addressed in section 3 where the NG solutions
of (1-2) in a semi-infinite domain with homogeneous boundary conditions at the
origin (z = 0) are derived. Remarkably, we find that the existence region of such a
NG mode, rigorously demonstrated by a perturbation argument, coincides with the
NA region defined from the front velocity selection criterion. The NG mode existence
demonstration gives us information which has no equivalent in the front selection
problem. In particular, we obtain in this manner scaling laws for the growth size of
the NG mode which appear to be remarkably different depending on whether the
NG instability threshold precedes the LA instability threshold or coincides with it.
The multiplicity of global modes is mentioned and the stability of all global modes is

determined numerically. The response of (1) to an excitation of constant amplitude

applied at the origin is examined in section 4 where it is demonstrated that the
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system acts as a spatial nonlinear amplifier in the NC region. In section 5, we
verify the genericity of the above results by examining two other potential densities
V(A) corresponding to a supercritical bifurcation and to a transcritical bifurcation
that breaks the A — — A symmetry, and by considering the case of the van der Pol-
Duffing-like system with an additional nonlinear term A29A/dz in (1). In particular,
we demonstrate that even for a supercritical bifurcation, the system may become
NG unstable in regions of parameter space where the instability is LC.

We recall here the set of abbreviations we are going to use throughout this
paper: LS, LC, LA denote linearly stable, linearly convective, and linearly absolute,
respectively. NS, NC, NA denote nonlinearly stable, nonlinearly convective, and
nonlinearly absolute, respectively. All these notions refer to an infinite domain and

only NG, denoting nonlinear global, refers to the semi-infinite domain.

2 Front propagation and absolute instabilities

For the sake of clarity, it is convenient to emphasize once more the distinction
between the laboratory frame in which the mean advection velocity is Uy, oriented
to the right and the advected frame with no mean advection. We then describe
the different possible fronts by their velocity vy in the advected frame and V; in
the laboratory frame, oriented from right to the left. We recall that this somehow
nonintuitive orientation is identical to the one classically adopted in the literature
with vy taken positive when pointing from the bifurcated region to the basic state
region. In front studies, the bifurcated region is located to the left but in our case,
the mean flow being taken to the right, the front we have to consider for the NC/NA
instability determination separates the basic state on the left from the bifurcated
state on the right. To preserve the mean flow classical orientation and the results
from the front literature, we have decided to adopt this counter intuitive orientation
for vy and V;. In the alternative, we would have been obliged to transform all the
results from the front literature carrying unpractical minus sign in all the formulas.
The velocity vy is connected to its counterpart V; in the laboratory frame, through

the relation

vy =Uo+ Vy 3)
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2.1 Front velocity selection criteria: a concise review

In the Rayleigh—-Bénard experiment, when the temperature difference between the
upper and the lower surface of the fluid layer is abruptly increased above threshold,
the convection establishes itself by displacement of a convection front which is cor-
rectly determined by the theory developed below (Fineberg and Steinberg [25]).
Similar phenomena occur in a Couette-Taylor flow. When the rotation rate is
abruptly increased, the bifurcating state starts invading the diffusing state from the
boundary forming a vortex front experimentally studied by Ahlers and Cannel [26]
and numerically by Liicke et al. [27]. Front propagation also appears in chemical
reactions as shown by Hanna et al. [28] or in population genetics (Aronson and Wein-
berger [30]). The determination of the front velocity in these various configurations
and the analysis of the related pattern selection mechanism has motivated a whole
group of theoretical studies. In particular, linear and nonlinear theories for front
propagation have been developed [19, 20, 21, 22, 23]. The measurement of front
velocities by Fineberg and Steinberg [25] and by Ahlers and Cannel [26] are in good
agreement with the linear predictions. The nonlinear theory is not a pathological
mathematical case and its validity has been experimentally illustrated in the work
of Hanna et al. [28] on chemical waves in the iodate oxydation of arsenous acid sys-
tems. Their measurements of front velocities correspond to the nonlinear predictions
of the transcritical model of section 5.3. Palffy-Muhoray et al. [31] also measured
front velocities corresponding to the nonlinear predictions of the subcritical model
in a nematic liquid crystal.

The mathematical analysis of equation (1) by Aronson and Weinberger [30]
demonstrates that for a large class of potential functions V(A) and for sufficiently
localized initial conditions the front velocity asymptotically approaches a constant
value vy. Dee [19, 20], Ben-Jacob et al. [21], and van Saarloos [22, 23] showed that
this selected velocity corresponds to neutrally stable linear perturbations in the ref-
erence frame moving with the front. Huerre and Monkewitz [3] noticed that this
problem is equivalent to the determination of the trailing edge velocity of the linear
wave packet issuing from an impulsive initial perturbation (Green function). For

a system invariant with respect to time translation and space translation in the
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z-direction, the linear dynamics is described by a dispersion relation
D(w, k) =0, (4)

where w and k are the complex frequency and complex wavenumber corresponding
to a Fourier mode of the form e!(¥*=«*)_ On each ray moving at velocity v to the left
2/t = —v in the (z,t) plane! (see Fig. 1), the asymptotically selected wave (k¥,w?)

is such that?

Dw", k) = 0 (5)
OD/Ok, , .. _
m(w k) = v (6)
On this ray, the growth rate equals
o(v) =w! + kjv. (7)

The trailing edge of the wave packet corresponds to the ray z/t = —v! on which the
selected wave is neutral: o(v') = 0. Therefore, the linearly selected front moves at
velocity v'.

Van Saarloos [22, 23] has noticed that for sufficiently localized initial conditions,
“nonlinear” marginal stability may select a faster nonlinear front. van Saarloos and
Hohenberg [2] have formulated the following conjecture: “nonlinear selection occurs
when there exists a discrete front with a velocity v™ and a spatial decay rate® k™
satisfying

vl < o™ and KL< kP (8)

When the above conditions are satisfied, it is indeed the front (v, kM) that is selected
over the linear front v', kf Moreover, this is consistent with an extended (nonlinear)
marginal stability hypothesis since in that case the front v, k?’ is still the stable one
with the minimum velocity, i.e. fronts with v > v™ are linearly stable, while those
with v < v™ are unstable.”

Physically, this means that the front moving at speed v™ will overtake all fronts

moving at smaller velocity if it falls off faster toward —oo than the fronts with

'The minus sign comes from the convention for the sign of front velocity which is positive when
the front moves toward the = negative.

2The supplementary pinching condition is not developed here (see [3]).

8k7! is defined as (1/A)dA/dz at £ — —oo. Although its value may be determined by linearizing
an amplitude equation around the basic state, k™ depends on the properties of the front solution
in the whole domain as illustrated in section 2.2, since the nonlinear selection involves the whole
domain.
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velocity v. “The selected velocity is the one corresponding to the mazimum value
of k; that describes the asymptotic spatial falloff of a front profile.” This conjecture
allows van Saarloos and Hohenberg to determine explicitly the front velocity of the

complex Ginzburg-Landau equation.

2.2 Front solutions in the real Ginzburg—-Landau equation

In this subsection, we describe uniformly translating fronts for the real Ginzburg-
Landau equation. The profusion of details that follow might appear unnecessary as
we only recover published results [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24] in this section but the
precise description of the phase space structure corresponding to the front solutions
will be necessary for the determination of the global modes in section 3.

Let us recall some classical results [18] on the real Ginzburg-Landau model (1)
and (2).

In the “advected” frame with Uy = 0, equation (1) reads

o4 _ o4 v o
ot  0z? §A )

and admits a Lyapunov functional £

£(A) =/[% (‘;—f)uvm)] da. (10)

One notes that £ is minimum for uniform solutions that minimize the potential
density V(A). The shape of the potential density given by (2) is displayed in Fig. 2
for different values of the bifurcation parameter u. When u < —1/4, Ag = 0 is the
single minimum. When —1/4 < p < 0, there exists three minima at Ag = 0 and
Ay = +(1/2++/p+ 1/4)*/2. The amplitudes A; = +(1/2—/p + 1/4)1/2 correspond
to a maximum of V(A) and therefore to a linearly unstable solution. The parameter
value ups = —3/16 defines the so-called Maxwell point at which the solutions 4y and
A possess equal potential density. When ups < u < 0, Ag is said to be metastable
(M) and A; is stable (S): a droplet of state A, embedded in an ocean of basic state
Ap expands. When p passes 0, Ag becomes a maximum of V(A), i.e. unstable, 4,
disappears, and A; becomes the only stable solution. This sequence of bifurcations
is shown in Fig. 3.

A front represents a uniformly translating solution moving at velocity v of the
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————— p< —1/4 A;
----- - 1/4< pu<par

————— B= KM
_________ pa < p <0

up>0

Figure 2: Shape of the potential V(A) versus the bifurcation parameter.

Figure 3: Bifurcation diagram of spatially uniform states. S: stable; U: unstable; M:
metastable.
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form* A(z + vt). The front velocity satisfies the nonlinear eigenvalue problem

dA 8V d?A

a4z = T5AT @2 ()

with boundary conditions
A(—00) = Ag =0, A(400) = A,. (12)

As noticed by many authors [19, 20, 21, 22, 23], for equation (11) with boundary
conditions (12), the eigenvalue v is not unique and one has to determine which one
is dynamically selected. In the phase space (A,dA/dz), front solutions correspond
to a heteroclinic orbit linking the basic state Ag to the bifurcated state A,. The
front corresponding to the linear selection criterion [2] possesses the velocity v!(u)
and a spatial decay rate k!(u) given by o(v') = 0 where o(v) is given by (7) and
D(w, k) = —iw + k% — u:

ol (w) =2y ki(p) = —VE. (13)

The linear front selection may only hold for x > 0. For the determination of non-
linear fronts, we have to describe the trajectories of (11) in the phase space. Phase
portraits can be obtained by using a mechanical analogy. When z is formally inter-
preted as —t, equation (11) may be viewed as a dynamical system for a particle in a
potential —V(A) with friction coefficient v. A detailed description of the phase por-
trait is given in Appendix A. Only general trends are discussed below, typical phase
portraits being presented in Fig. 4. The arrows indicate increasing z and should be
inverted according to the transformation £ — —t when the particle analogy is used.
The real orbits have been computed by a variable step Runge-Kutta integration of

the associated first-order differential system

dA
E =1u, (].48.)
u 2%

Unstable manifolds are obtained using forward z-integration whereas stable man-
ifolds are obtained by backward integration. The front solution exists when the

stable manifold of A, (asymptotic to A, as 2 — +00) connects to Ag to form an

“By convention, the front velocity is oriented to the left whereas z is oriented to the right. This
explains the unusual plus sign in A(z + vt).
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(a) (b) (c)

dA dA =
dr dz

/A«X 43 4)

(d) (e) (f)

Figure 4: Phase portraits. See Fig. 5 for the region in the parameter space to which
those phase portrait pertain.

heteroclinic orbit. In the following, the shape of this manifold in the phase space of
dynamical system (14a-b) is discussed. Each phase portrait presented in Fig. 4 is
typical of the region with the same label in parameter space (see Fig. 5).
Metastable region ppr < p <0. At fixed p, the stable manifold of A issues
from A; (Fig. 4(a)). For a particular value v; of v (Figs. 4(b) and 6(a)), the stable
manifold of A; connects with the unstable manifold of Ag. Below v; (Figs. 4(c)
and 6(0)), it comes spiraling out from —A;. For a still lower particular value v,
the stable manifold of A, connects from the A < 0 side to the unstable manifold
of Ag (Fig. 6(7)); below vy, the trajectory ending at A, comes from A; (Fig. 6(6)).
This sequence repeats itself indefinitely (Fig. 6(¢)), each change between an origin
at —A; and A, being separated by a particular value v, (dotted lines in Fig. 5) for
which the stable manifold of A, connects with the unstable manifold of Ag, with
n — 1 about turns around Ag. This multiplicity of solutions may appear strange

when considering the saddle structure of Ag. However, it may be easily checked by
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-1/4 pp 0 3/4 H

Figure 5: Front velocities versus the bifurcation parameter. Regions “a” to “f”

correspond to the phase portraits similarly labeled on Fig. 4. The dotted lines
represent discrete front velocities for u < 0. They persist when g > 0 but are not
drawn since fronts exist continuously for all velocities. The scale on p is not linear
in order to make the picture clearer.

using the mechanical analogy. We leave it to the reader to transpose the discussion
in terms of this mechanical analogy. Therefore, for ups < g < 0, one has to solve
a discrete selection problem (see Fig. 6(a)) since the heteroclinic orbits linking A
at z = —oo to A; at z = oo exist for ordered discrete values v,.

According to van Saarloos and Hohenberg’s conjecture, the selected front is
the fastest front with the steepest fallout: it corresponds to the heteroclinic
orbit depicted in Figs. 4(b) and 6(a), associated with the velocity v; and therefore
called v™. In Fig. 5, the selected front velocity is represented by the curve v™ (y)
that separates domains “a” and “c”. The corresponding particular solution may be

sought in terms of a polynomial solution for u(A) = dA/dz, which satisfies

du oV
ud—g—vu-—m—O, (15)
with the boundary conditions
u(Ao) =0, u(A)=0. (16)
As found by van Saarloos and Hohenberg, this solution only exists for the particular
value v™
nl 4 2
v =v = -\/§ — (A , 17
(1) = v1(p) + \/g( 2(1)) (17)
and it reads
1
u(A) = —=A(AZ - AY). (18)

V3
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Figure 6: Front velocity selection: discrete selection for 4 < 0. o on line “b” in
Fig. 5. B8, v, 4, € are in domain “c”. 4 and € corresponds to the dotted lines v, and
vs of Fig. 5. B between v; and vy. § between vy and vs.
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Figure 6: Front velocity selection: continuous selection for u > 0. ¢, n are in
domain “d” in Fig 5. 6, ¢ are in domain “e” with half a turn and one turn around
Ap respectively. Between ¢ and k, a sequence of front solutions with n half turns
around the node A exist, where n increases when approaching domain “f”. x is in
domain “f” with an infinite number of turns around the spiral Ag.
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This nonlinear front is associated with an asymptotic spatial decay rate given by

9100 = - 73| =~ 75 (4x0)" (19)

Linearly unstable region g > 0. It is quite remarkable that the above defined
nonlinear front solution found for p < 0 persists for £ > 0. The nonlinear and linear
velocity curves v™ (i) and v*(u), plotted in Fig. 5, are tangent at u = 3/4. Therefore,

we distinguish between three regions of (v, i) space as defined in Fig. 5:

e region “d” where v > v™(u) if 0 < p < 3/4 and v > v!(p) if p > 3/4. In this
region of parameter space, the corresponding stable manifold of A; issues, for

any value of v, from Ag without spiraling out (Figs. 4(d), 6(¢) and 6(n)).

e region “e” where v’ () < v < v™(u) in the range 0 < u < 3/4. The heteroclinic
orbit ending at A, comes from Ag after a finite number of turns around Ag
(Figs. 4(e), 6(0) and 6(¢)). Note that this number increases when parameters
approach the curve v'(u) delineating the region “f”. Again, this multiplicity
may appear strange when considering the node structure of Ag, but it is easily
checked with the mechanical analogy. The previously introduced dotted lines
v, in Fig. 5 persist in this region. In the part of region “d” between v, and
Un+1 fronts makes n half about turns around Ag. Since a front exists for all

value of v, these lines are no longer significant and are not drawn in Fig. 5.

e region “f” where v < v!(u). The fixed point Ag of equation (11) is an unstable
focus and the heteroclinic orbit ending at A, comes from Ag after an infinite

number of revolutions around Ag (Figs. 4(f) and 6(k)).

Therefore, for ¢ > 0, an heteroclinic orbit linking Ag to A, is associated to a
front solution for every value of vs. The selection problem is continuous in contrast
with the discrete selection problem prevailing in the range pupr < ¢ < 0. Whatever
p, we have v™(u) > vf(u) but for pu < 3/4, the nonlinear front falls off faster than
its linear counterpart (k™ (i) > k!(1)) and the nonlinear front is selected following
van Saarloos and Hohenberg’s conjecture. On the contrary, for x4 > 3/4, the linear

front is selected as kM (u) < k}(u)
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2.3 Linear absolute instability, nonlinear absolute instability and
front velocities

Let us now introduce the laboratory frame characterized by a mean advection U
different from zero. As argued in the introduction, the sign of the linear front
velocity in the laboratory frame V! = v! — U, determines whether the instability
is linearly convective or absolute. Therefore, the curve Uy = v'(u) delineates the
linearly absolutely unstable region (in dark gray on Fig. 7). This curve corresponds
to the NA instability threshold only when the linear front is selected, i.e. when
i > 3/4. When pp < p < 3/4, the nonlinear front is selected and the curve
Up = v™(u) defines the transition between NC and NA instability regions.

Us NA and NG
] NC
LC 4 NS _ /JA( Uo)

Y 0 3/4 7

Figure 7: Parameter space. In the three shaded regions, the system is nonlinearly
absolutely (NA) unstable. In the dark gray region, the system is linearly absolutely
(LA) unstable. In the light gray region, the system is linearly stable (LS). In the
medium gray region, the system is linearly convectively (LC) unstable. Section 3
will show that a NG mode exists in the three shaded regions. For fixed parameters,
a finite number of NG modes exist in the light and medium gray regions and an
infinite number of NG modes exist in the dark gray region.

Note that, in this NA region, the system is linearly stable when ppr< p <0
(light gray region in Fig. 7), LC when v'(y) < Up < v™(p) (medium gray region in
Fig. 7) and LA when Uy < v'(u) (dark gray region in Fig. 7). For this model, we
verify that the region LA is embedded within the NA region.

Up to now, we have fixed 1 and determined the nature of the instability as a
function of Uy, but as Uy and p may be viewed as two independent control parameters
of the system, it may be more convenient to consider Uy constant and determine

the value p4(Up) that defines the threshold between NC and NA. The expression
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w4 (Uo) obtained from the laws (13) and (17) for the selected front velocity reads

. " 3 2
if Up < V3, pa(lo) = p I(UO) = T (Uo2 - %Uo - 1) (20a)
. U2

if Up >3,  pa(Uo) =p'(Us) = TO (20b)

The curve ,u"l(Uo) defines the NC/NA transition for Up < v/3 and has no specific
significance for Up > v/3. Whatever Up, the curve u'(Up) corresponds to the LC/LA
transition but to the NC/NA transition only for Uy > v/3.

3 Nonlinear global modes in a semi-infinite domain
3.1 Nonlinear global modes and nonlinear absolute instability

We consider stationary solutions of (1) in a semi-infinite domain with Uy # 0 and
boundary condition A(0) = 0. As we have already noticed, this boundary condition
breaks the Galilean invariance and unambiguously singles out the laboratory frame.
Actually, it represents an idealized flow in which no disturbances are present at the
entrance of the domain. For real flows, more realistic, but inevitably more compli-
cated, boundary conditions should be studied case by case to see if our idealized
solutions persist. An example will be given in section 4 for the signaling problem.

Nontrivial stationary solutions satisfy the equation

d’A dA
F—[Jrod—z-}-ﬂA-FAB—As:O, (21)

with the boundary conditions
A(0) =0, A(+4o00) = A,. (22)

If we replace Uy by v, equation (21) becomes identical to equation (11) but with a
different boundary condition. A nonlinear global mode is represented by a trajectory
in phase space linking a point where A(0) = 0 with dA/dxz(0) # 0 to A2. Graphically,
the existence of global modes for the system can be deduced from the phase<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>